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NOTA DE LA TRADUCTORA

Esta entrega de los libros X-XIII completa la traduccion de los Elementos de
Euclides. Mantengo naturalmente el texto griego de referenciay las convenciones que
he empleado en las entregas anteriores —véase la nota inicial sobre la traduccion de
los libros I-1V (Madrid: Gredos [B.C.G. 155], 1991) y V-I1X (Madrid: Gredos [B.C.G.
191], 1994).

En el presente caso, el libro X ha seguido siendo la «cruz» de los Elementos vy,
desde luego, una cruz para la traductora. Por fortuna, durante los primeros meses de
1993 pude contar con la paz, las facilidades y los incentivos de Cambridge para dar
forma a un primer borrador de la traduccion de este libro. Entre esas facilidades e
incentivos quiero destacar especialmente la generosidad de Geoffrey Lloyd quien,
ademaés, me brindd la oportunidad de hablar de algunos aspectos del libro con los
profesores lan Mueller y David H. Fowler en sus visitas a Cambridge. Una
consecuencia ha sido mi opcién por traducir el término crucial alogon no en la version
tradicional de «irracional», sino en otra versién mas contextualizada y explicita, como
«no racionalmente expresable», alternativa que no deja de tener repercusiones sobre
la interpretacion del propdsito y del sentido de este espinoso libro X en el marco del
tratado. También me parece justo recordar que sin el estimulo y la asistencia de Luis
Vega a lo largo de las sucesivas versiones y correcciones que han ido conformando
esta traduccion de los Elementos y sin sus contribuciones a las notas, la suerte de la
empresa habria sido mucho mas aventurada. Espero, cuando menos, que la presente
ediciéon venga a cumplir el compromiso pendiente en nuestra lengua con esta obra
clasica desde la ya lejana traduccién inaugural de Rodrigo Zamorano (1576).



LIBRO DECIMO

DEFINICIONES

1. Se llaman magnitudes conmensurables aquellas que se miden con la misma
medida, e inconmensurables aquellas de las que no es posible que haya una
medida comun.

2. Las lineas rectas son conmensurables en cuadrado cuando sus cuadrados se miden
con la misma area, e inconmensurables cuando no es posible que sus
cuadrados tengan un area como medida comdn?.,

3. Dados estos supuestos, se demuestra que hay un ndmero infinito de rectas
respectivamente conmensurables e inconmensurables, unas solo en longitud
y otras también en cuadrado con una recta determinada. Llamese entonces
racionalmente expresable la recta determinada; y las conmensurables con
ella, bien en longitud y en cuadrado, bien sélo en cuadrado, racionalmente
expresables y las inconmensurables con ella llamense no racionalmente
expresables?,

4. Y el cuadrado de la recta determinada (llamese) racionalmente expresable, y los
cuadrados conmensurables con éste racionalmente expresables; pero los
inconmensurables con él llamense no racionalmente expresables; y las rectas
que los producen (Ilamense) no racionalmente expresablas, a saber, si fueran
cuadrados, los propios lados y si fueran otras figuras rectilineas, aquellas
(rectas) que construyan cuadrados iguales a ellos®.

Prorosicion 1

Dadas dos magnitudes desiguales, si se quita de la mayor una (magnitud) mayor
que su mitad y, de la que queda, una magnitud mayor que su mitad y asi
sucesivamente, quedara una magnitud que serd menor que la magnitud menor dada.

Sean AB,  dos magnitudes desiguales de las cuales AB es la mayor.



Digo que, si se quita de A una (magnitud) mayor que su mitad y de la (magnitud)
restante, una (magnitud) mayor que su mitad, y asi sucesivamente, quedara una
magnitud que serd menor que la magnitud r.
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Pues r multiplicada sera alguna vez mayor que AB [V Def. 4]. Multipliquese y sea
AE un multiplo de r mayor que AB; dividase AE en Az, zH, HE iguales ar, y de AB quitese
B© mayor que su mitad, y de Ae (quitese) ek mayor que su mitad, y asi sucesivamente
hasta que las divisiones de AB lleguen a ser iguales en nimero a las divisiones de AE.

Sean, pues, AK, Ko, eB divisiones que son iguales en nimero a las (divisiones)
AZ, ZH, HE; ahora bien, dado que AE es mayor que AB Yy que de AE se ha quitado la
(magnitud) eH menor que su mitad y de AB la (magnitud) B@ mayor que su mitad,
entonces la magnitud restante Ha es mayor que la (magnitud) restante eA. Y dado que
HA es mayor que ©A Yy se ha quitado de HaA su mitad Hz y de A una (magnitud) ek
mayor que su mitad, entonces la (magnitud) restante Az es mayor que la (magnitud)
restante Ak. Pero Az es igual a r; luego es mayor que AK. Por tanto, Ak es menor que r.

Por consiguiente, de la magnitud AB queda la magnitud AK que es menor que
la magnitud dada r. Q. E. b. De manera semejante demostrariamos que (esto ocurre)
también si se quita la mitad®.

ProrosicION 2

Si al restar continua y sucesivamente la menor de la mayor de dos magnitudes
desiguales, la restante nunca mide a la anterior, las magnitudes seran
inconmensurables.

Habiendo, pues, dos magnitudes desiguales AB, ra y (siendo) As la menor, al
restar sucesivamente la menor de la mayor, no mida nunca la (magnitud) restante a
la anterior a ella.
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Digo que las magnitudes AB, ra son inconmensurables.

Pues, si son conmensurables, alguna magnitud las medira. Midalas (una
magnitud), si es posible, y sea E; y AB, al medir a za, deje la magnitud rz menor que
ella, y rz, al medir a BH, deje AH menor que ella, y repitase asi sucesivamente hasta que
quede una magnitud que sea menor que E. Sea asi y quede AH menor que E. Asi pues,
como E mide a AB y AB mide a Az, entonces E también medira a za. Pero mide también
a la magnitud entera ra; luego medira también a la magnitud restante rz. Ahora bien,
rz mide a BH; entonces e también mide a BH. Pero mide también a la (magnitud) entera
AB; asi que medira también a la (magnitud) restante AH, la mayor a la menor; lo cual
es imposible. Luego ninguna magnitud mediré a las magnitudes AB, ra; por tanto, las
magnitudes AB, ra son inconmensurables [X Def. 1].

Por consiguiente, si de dos magnitudes desiguales..., etc.2.

Prorosicion 3

Dadas dos magnitudes conmensurables, hallar su medida comin maxima.

Sean AB, ra dos magnitudes dadas conmensurables, de las cuales AB sea la menor.

Asi pues, hay que hallar la medida comin maxima de AB, ra.

Pues bien, AB 0 mide a ra o no la mide. Si, en efecto, la mide y se mide también
a si misma, entonces AB es una medida comun de AB, ra; y esta claro que también es
la mayor. Porque no medira a AB ninguna magnitud mayor que AB.
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Pero ahora no mida AB a ra 'y, al restar continua y sucesivamente la menor de la
mayor, la (magnitud) restante medira alguna vez a la anterior a ella, porque AB, ra
no son inconmensurables [X 2]; y A, al medir a Ea, deje la (magnitud) Er menor que
ella, y er, al medir a zB, deje la (magnitud) Az menor que ella’y mida Az a rE.

Como, en efecto, Az mide a rg, mientras que re mide a zB, entonces Az medira
también a zB. Pero también se mide a si misma; luego Az medira también a la
(magnitud) entera AB. Ahora bien, AB mide a aE; entonces Az medira también a Ea.
Pero mide también a re; luego mide también a la (magnitud) entera ra; por tanto, Az
es una medida comdn de AB, ra.

Digo ahora que también es la mayor. Pues, si no, habra una magnitud mayor que
Az que medird a AB, ra. Sea H. Asi pues, dado que H mide a AB, mientras que AB mide
a Ea, entonces H medird a ea. Pero mide también a la (magnitud) entera ra; luego H
medira también a la (magnitud) restante re. Pero re mide a zs; luego H medira también
a zB. Pero también mide a la (magnitud) entera AB y medira también a la (magnitud)
restante Az, lamayor a la menor; lo cual es imposible. Luego ninguna magnitud mayor
que Az medird a AB, ra; por tanto Az es la medida comun méxima de AB, ra.

Por consiguiente, se ha hallado la medida comin maxima, Az, de las dos
magnitudes dadas AB, ra. Q. E. D.

Porisma:

A partir de esto queda claro que, si una magnitud mide a dos magnitudes, medira
también a su medida comdn maxima®.

Prorosicion 4

Dadas tres magnitudes conmensurables, hallar su medida comin maxima.

Sean A, B, I las tres magnitudes conmensurables dadas.

Asi pues, hay que hallar la medida comin maxima de A, B, I

Tomese, pues, lamedida comin méaximade A, By sea a [X 3]. Pues bien, 0 A mide
ar o no la mide. En primer lugar, midala. Asi pues a mide a r, y mide también a A,



B, entonces A mide a A, B, I'; por tanto a es una medida comun de A, B, . Y esta claro
que también la mayor, porque una magnitud mayor que la magnitud A no mide a A, B.
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No mida ahoraaar.

Digo en primer lugar que r, A son conmensurables.

Porque como A, B, I son conmensurables, las medira alguna magnitud que
evidentemente medira también a A, B; de modo que la medida comin méxima de
A, B medird también a a. Y mide también a r; de modo que la antedicha magnitud
medira también a a, la medida comin maxima de A, B [X 3 Por.], luego r, a son
conmensurables.

Pues bien, tomese su medida comin méaxima y sea E [X 3]. Asi pues, dado que
E mide a A, mientras que A mide a A, B, entonces E medira también a A, B. Pero mide
también a r. Luego E mide a A, B, I'; por tanto E es una medida comin de A, B, T.

Digo ahora que también la mayor.

Pues, si es posible, sea z una magnitud mayor que ey mida a A, B, r. Ahora bien,
puesto que z mide a A, B, I, entonces medira también a A, B y a la medida comun
maxima de A, B [X 3 Por.]. Pero la medida comdn méaxima de A, B es a; entonces z
mide a A. Pero mide también a r; luego z mide a a. Y mide también a r. Por tanto z
mide ar, A; entonces z medira también a la medida comun maxima de r, a [X 3 Por.].
Pero es E; luego z medira a E, la mayor a la menor; lo cual es imposible. Por tanto,
ninguna (magnitud) mayor que la magnitud e mide a A, B, r; luego la medida comun
maxima de A, B, F €S E, Si A no mide ar, y si la mide, es la propia (magnitud) a.

Por consiguiente, se ha hallado la medida comin méaxima de las tres magnitudes
conmensurables dadas.

Porisma:

A partir de esto queda claro que, si una magnitud mide a tres magnitudes, medira
también a su medida comdn méxima.

De manera semejante se hallara la medida comdn méaxima de mas magnitudes y
se extendera el porisma. Q. E. D.”.




Prorosicion 5

Las magnitudes conmensurables guardan entre si la misma razén que un nimero
guarda con un numero.

Sean A, B magnitudes conmensurables.

Digo que A guarda con B la misma razon que un nimero con un numero.

Pues, como A, B son conmensurables, alguna magnitud las medira. Midalas una
magnitud y sea r. Y cuantas veces r mida a A, tantas unidades haya en a, y cuantas
veces I mida a B, tantas unidades haya en E.
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Asi pues, dado que r mide a A segun las unidades de a y la unidad mide a a segun
sus unidades, entonces la unidad mide al nimero a el mismo ndmero de veces que la
magnitud r a la (magnitud) A; luego, como r es a A, asi la unidad es a a [VI1 Def. 20];
entonces, por inversion, como Aesar, asi a a launidad [V 7 Por.]. Como r mide a su
vez a A segun las unidades de E, mientras que la unidad mide también a e segun sus
unidades, entonces la unidad mide a e el mismo nimero de veces que r a B. Luego,
como r es a B, asi la unidad es al (nimero) E. Pero se ha demostrado que también
como Aesar, Aesa launidad. Luego, por igualdad, como A es a B, asi el nUmero
A es al (numero) E [V 22].

Por consiguiente, las magnitudes conmensurables A, B guardan entre si la misma
razon que el nimero a con el ndmero E. Q. . 0.8

Prorosicion 6

Si dos magnitudes guardan entre si la razon que un namero (guarda) con un
namero, las magnitudes seran conmensurables.

Guarden, pues, las dos magnitudes A, B entre si la razon que el nimero a (guarda)
con el nimero E.



Digo que las magnitudes A, B son conmensurables.

Pues dividase A en tantas (magnitudes) iguales como unidades hay en a, y sear
igual a una de ellas; y compoéngase z de tantas unidades iguales a r como unidades
hay en E.

Asi pues, dado que, cuantas unidades hay en a, tantas magnitudes iguales a r hay
en A, entonces, la parte que la unidad es de a, la misma parte es también r de A; luego,
como r es a A, asi la unidad es a a [VII Def. 20]. Pero la unidad mide al nimero a;
entonces también r mide a A. Ahora bien, dado que, como r es a A, asi la unidad es
al (nimero) a, entonces, por inversion, como A es ar, asi el nimero a es a la unidad
[V 7 Por.]. Y puesto que, cuantas unidades hay en E, tantas hay a su vez en z iguales
ar, entonces como r es a z, asi la unidad es al (nimero) e [VII Def. 20]. Pero se
ha demostrado que también como A es ar, asi A a la unidad; entonces, por igualdad,
como A es a z, asi A a e [V 22]; ahora bien, como a es a E, asi A a B; entonces, como
A es aB, asi también a z [V 11]. Luego A guarda la misma razon con cada una de las
(magnitudes) B, z; por tanto, B es igual a z [V 9]. Pero r mide a z; luego mide también
a B. Pero también a A; luego r mide a A, B. Por tanto, A es conmensurable con B.

A B

Por consiguiente, si dos magnitudes guardan entre si..., etc.

Porisma:

A partir de esto queda claro que, si hay dos nimeros, como 4, E, y una recta, como
A, €s posible hacer una recta [z] que sea a la recta como el nimero a es al nimero
E. Pero, si se toma una media proporcional de A, z, como B, COMO A €s a z, asi el
cuadrado de A sera al cuadrado de B, es decir que como la primera es a la tercera, asi
la (figura) construida sobre la primera es a la figura semejante y construida de manera
semejante sobre la segunda [VI 19 Por.]. Pero como A es a z, asi el nimero a es al
namero E; entonces como el nimero a es al nimero E, asi también la figura construida
sobre la recta A2 a la figura construida sobre la recta B. Q. E. D.

Prorosicion 7

r
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Las magnitudes inconmensurables no guardan entre si la razén que un ndmero
guarda con un ndmero.

Sean A, B, magnitudes inconmensurables.
Digo que A no guarda con B la razén que un nimero guarda con un namero.

A
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Pues, si A guarda con B la razon que un namero guarda con un namero, A sera
conmensurable con B [X 6]. Pero no lo es; por tanto, A no guarda con B la razén que
un numero guarda con un namero.

Por consiguiente, las magnitudes inconmensurables no guardan entre si la
razon..., etc.

Prorosicion 8

Si dos magnitudes no guardan entre si la razén que un nimero guarda con un
namero, las magnitudes seran inconmensurables.

No guarden, pues, entre si las dos magnitudes A, B la razén que un nimero guarda
con un namero.

A

B

Digo que las magnitudes A, B son inconmensurables.

Pues, si son conmensurables, A guardard con B la razon que un nimero guarda
con un ndamero [X 5]. Pero no la guarda. por tanto, las magnitudes A, B son
inconmensurables.

Por consiguiente, si dos magnitudes guardan entre si..., etc.



Proposicion 9

Los cuadrados de rectas conmensurables en longitud guardan entre si la razén
que un numero cuadrado guarda con un numero cuadrado; y los cuadrados que
guardan entre si la razon que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado
tendran también los lados conmensurables en longitud. Pero los cuadrados de las
rectas inconmensurables en longitud no guardan entre si la razén que un namero
cuadrado guarda con un ndmero cuadrado, y los cuadrados que no guardan entre si
la raz6n que un numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado tampoco tendran
los lados conmensurables en longitud.

Sean, pues, A, B conmensurables en longitud.

Digo que el cuadrado de A guarda con el cuadrado de B la razén que un numero
cuadrado guarda con un nimero cuadrado.

Pues como A es conmensurable en longitud con B, entonces A guarda con B la
razon que un numero guarda con un namero [X 5]. Guarde la razon de r a A. Pues
bien, dado que, como A es a B, asi I a A, mientras que el cuadrado de A guarda con
el cuadrado de B una razon duplicada de la que A guarda con B, porque las figuras
semejantes guardan una razon duplicada de la de sus lados correspondientes [VI1 20
Por.]; y dado que el cuadrado de r guarda con el cuadrado de a una razén duplicada
de la que r guarda con a, porque entre dos numeros cuadrados hay un namero que es
media proporcional, y el nimero cuadrado guarda con el nimero cuadrado una razon
duplicada de la que el lado guarda con el lado [V1I1 11]; luego como el cuadrado de
A es al cuadrado de B, asi el cuadrado de r es al cuadrado de a.

Pero ahora, como el cuadrado de A es al cuadrado de B, sea asi el cuadrado de
r al cuadrado de a.

Digo que A es conmensurable en longitud con B.

Pues, dado que, como el cuadrado de A es al cuadrado de B, asi el cuadrado de r al
de a, mientras que el cuadrado de A guarda con el cuadrado de B una razon duplicada



de la que A guarda con B, y el cuadrado de r guarda con el cuadrado de a una razén
duplicada de la que r guarda con a, entonces, como Aes aB, asi I a A. Luego A guarda
con B la razén que el nimero r guarda con el nimero a. Por tanto A es conmensurable
en longitud con B [X 6].

Sea ahora A inconmensurable en longitud con B.

Digo que el cuadrado de A no guarda con el de B la razén que un nimero cuadrado
guarda con un nimero cuadrado.

Pues si el cuadrado de A guarda con el de B la razon que un nimero cuadrado
guarda con un numero cuadrado, A sera conmensurable con B. Pero no lo es; luego
el cuadrado de A no guarda con el cuadrado de B la razén que un nimero cuadrado
guarda con un nimero cuadrado.

No guarde ahora el cuadrado de A con el cuadrado de B la razon que un nimero
cuadrado guarda con un nimero cuadrado.

Digo que A es inconmensurable en longitud con B.

Pues si A es conmensurable con B, el cuadrado de A guardara con el cuadrado de B
la razén que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado, pero no la guarda;
luego A no es conmensurable en longitud con B.

Por consiguiente, los cuadrados de (rectas) conmensurables en longitud, etc.19.

Porisma:

Y a partir de lo demostrado quedara claro que las rectas conmensurables en
longitud también lo son siempre en cuadrado, mientras que las conmensurables en
cuadrado no lo son siempre en longitud®L,

LEMA

Se ha demostrado en los libros de aritmética que los nimeros planos semejantes
guardan entre si la razdn que un nimero cuadrado guarda con un ndmero cuadrado
[VIII 26], y que si dos nimeros guardan entre si la razén que un nimero cuadrado
guarda con un nimero cuadrado, son numeros planos semejantes [V111 26 conversa].
Y es evidente a partir de esto que los nimeros planos no semejantes, es decir los que no
tienen los lados proporcionales, no guardan entre si la razon que un nimero cuadrado
guarda con un numero cuadrado; pues, si la guardan, serdn planos semejantes; lo
cual precisamente se ha supuesto que no; luego los nimeros planos no semejantes no
guardan entre si la razon que un niimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado®2,

Proposicion 10

Hallar dos rectas inconmensurables, una so6lo en longitud, otra también en
cuadrado, con una recta determinada.

Sea A la recta determinada.
Asi pues, hay que hallar dos rectas inconmensurables, una sé6lo en longitud, otra
también en cuadrado, con la recta determinada A.



Témense, pues, dos nimeros B, I que no guarden entre si la razén que un nimero
cuadrado guarda con un nimero cuadrado, es decir que no sean ndmeros planos
semejantes y hagase de forma que, como B es a r, asi el cuadrado de A al cuadrado
de a, pues hemos aprendido (a hacerlo) [X 6 Por.]; entonces, el cuadrado de A es
conmensurable con el cuadrado de a [X 6]. Ahora bien, dado que B no guarda conr la
razén que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado, entonces el cuadrado
de A tampoco guarda con el cuadrado de a la raz6n que un nimero cuadrado guarda
con un nimero cuadrado; luego A es inconmensurable en longitud con a [X 9].
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Témese la media proporcional E de A, A; entonces, como A es a 4, asi el cuadrado
de A es al cuadrado de E [V Def. 9]. Pero A es inconmensurable en longitud con a;
luego el cuadrado de A es también inconmensurable con el cuadrado de E [X 11]; por
tanto A es inconmensurable en cuadrado con E.

Por consiguiente, se han hallado dos rectas inconmensurables, a, E, una, a, s6lo
en longitud y la otra, g, en cuadrado y también obviamente en longitud, con la recta
determinada AL3,

Proposicion 11

Si cuatro magnitudes son proporcionales y la primera es conmensurable con la
segunda, también la tercera sera conmensurable con la cuarta, y si la primera es
inconmensurable con la segunda, la tercera sera también inconmensurable con la
cuarta.

Sean A, B, I, A cuatro magnitudes proporcionales, es decir: como A es aB, asi r
aa, 'y sea A conmensurable con B.



Digo que r también sera conmensurable con a.

Pues como A es conmensurable con B, entonces A guarda con B la razén que
un numero guarda con un nimero [X 5]. Y como A es a B, asi r a A. Entonces r
guarda también con a la raz6n que un nimero guarda con un namero; luego r es
conmensurable con a [X 6].
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Pero ahora sea A inconmensurable con B.

Digo que r también sera inconmensurable con A.

Pues como A es inconmensurable con B, entonces A no guarda con B la razon
que un ndmero guarda con un nimero [X 7]. Y A es a B como r es a A. Entonces
r tampoco guarda con a la razén que un nimero guarda con un namero; luego r es
inconmensurable con a [X 8].

Por consiguiente, si cuatro magnitudes..., etc.

Prorosicion 12

Las magnitudes conmensurables con una misma magnitud son también
conmensurables entre si.

Sea, pues, conmensurable cada una de las magnitudes A, B con la magnitud r.
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Digo que A es también conmensurable con B.

Pues como A es conmensurable con r, entonces A guarda con r la razén que un
namero guarda con un nimero [X 5]. Guarde la razon de A a E. Puesto que asu vez r
es conmensurable con B, entonces - guarda con B la razon que un nimero guarda con
un nimero [X 5]. Guarde la razén de za H. Y dadas cuantas razones se quiera, a saber,
lade aa€ey ladezaH, tbmense los nimeros o, K, A sucesivamente en las razones
dadas [VII1 4]; de modo que, como aesaEk, asi®@ak,y comozesaH,asiKaAa.

Asi pues, dado que, como A es ar, asi a a g, mientras que, como A esak, asi © a
K, entonces como A es ar, asi también e a k [V 11]. Y puesto que, como r es a B, asi
Z es a su vez a H, mientras que, COMO z €S a H, K €S a A, entonces, COmMo r es a B, asi
K a A [V 11]. Pero, como A es ar, asi también e a K; entonces, por igualdad, como A
esaB, asi ®@a [V 22]. Luego A guarda con B la razén que el nimero e guarda con
el nimero A; por tanto A es conmensurable con B [X 6].

Por consiguiente, las (magnitudes) conmensurables con una misma magnitud son
conmensurables entre si. Q. E. D.

Prorosicion 13

Si hay dos magnitudes conmensurables y una de ellas es inconmensurable con
otra magnitud cualquiera, también la restante serd inconmensurable con ella.

Sean A, B dos magnitudes conmensurables y una de ellas, A, sea inconmensurable
con otra magnitud cualquiera, .
Digo que la restante, B, es también inconmensurable con r.
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Pues si B es conmensurable conr, y A es también conmensurable con B, entonces
A es conmensurable con r [X 12]. Pero es también inconmensurable; lo cual es
imposible. Por tanto B no es conmensurable con r; luego es inconmensurable (con
ella).

Por consiguiente, si dos magnitudes conmensurables..., etc.

LEmMA
Dadas dos rectas desiguales hallar en cuanto el cuadrado de la mayor es mayor
que el cuadrado de la menor.

Sean AB, I las dos rectas desiguales dadas, de las cuales sea AB la mayor.
Asi pues hay que hallar en cuanto es mayor el cuadrado de AB que el de r.

A

A B 41

Describase sobre A el semicirculo AaB y adaptese a él la (recta) aaigualar [1V 1]
y tracese aB. Entonces esta claro que el angulo AaB es recto [I11 31] y que el cuadrado
de AB es mayor que el cuadrado de Aa, es decir de r, en el cuadrado de aB [I 47].

De manera semejante, dadas dos rectas, se hallara la recta cuyo cuadrado es igual
a los cuadrados de ellas, de la siguiente manera:

Sean Aa, 4B las dos rectas dadas y sea lo requerido hallar la recta cuyo cuadrado
es igual a los cuadrados de ellas. Ponganse pues de modo que sea recto el angulo
comprendido por Aa, AB, Y tracese AB; esta claro de nuevo que AB es la (recta) cuyo
cuadrado es igual a los de Aa, B [ 47]. Q. E. 0.1,



Proposicion 14

Si cuatro rectas son proporcionales, y el cuadrado de la primera es mayor que el
de la segundaen el cuadrado de una recta conmensurable con la primera, el cuadrado
de la tercera sera también mayor que el de la cuarta en el cuadrado de una (recta)
conmensurable con la tercera. Y si el cuadrado de la primera es mayor que el de la
segunda en el cuadrado de una recta inconmensurable con la primera, el cuadrado
de la tercera sera también mayor que el de la cuarta en el cuadrado de una recta
inconmensurable con ella (la tercera).

Sean A, B, I, A cuatro rectas proporcionales (tales que) como A es aB, asi I a a,
y sea el cuadrado de A mayor que el de B en el cuadrado de E, y el cuadrado de r sea
mayor que el de a en el cuadrado de z.

—— ——_— e Y

A B I A

Digo que si A es conmensurable con g, r serd también conmensurable con z, pero
si A es inconmensurable con g, r serd también inconmensurable con z.

Pues, dado que, como A es a B, asi " a A, entonces, como el cuadrado de A es al
cuadrado de B, asi también el cuadrado de r al de a [VI 22]. Pero los cuadrados de E,
B son iguales al cuadrado de A, y los cuadrados de a, z son iguales al cuadrado de r.
Entonces, como los cuadrados de E, B son al cuadrado de B, asi los cuadrados de a, z
al cuadrado de a; luego, por separacion, como el cuadrado de E es al cuadrado de B,
asi el cuadrado de z al cuadrado de a [V 17]; por tanto, como Ees aB, asi zaa [VI 22];
entonces, por inversion, como B es aE, asi A az. Pero como A es a B, asi tambiénr a a;



luego, por igualdad, como Aes ak, asiraz [V 22]. Ahora bien, si A es conmensurable
con E, r es también conmensurable con z, pero si A es inconmensurable con E,  es
también inconmensurable con z [X 11].

Por consiguiente..., etc.12.

Proposicion 15

Si se suman dos magnitudes conmensurables, la (magnitud) total también sera
conmensurable con cada una de ellas; y si la (magnitud) total es conmensurable con
cada una de ellas, también las magnitudes iniciales seran conmensurables.

Sumense, pues, las dos magnitudes conmensurables AB, Br.

Digo que la (magnitud) total Ar es también conmensurable con cada una de las
(magnitudes) A, Br.

Pues como AB, Br son conmensurables, alguna magnitud las medira. Midalas (una
magnitud) y sea A. Asi pues, dado que A mide a AB, Br, medird también a la magnitud
total Ar. Pero mide también a AB, Br. Entonces A mide a AB, Br, Ar. Luego Ar es
conmensurable con cada una de las magnitudes AB, Br [X Def. 1].

1 1

A B

I | A

Pero ahora sea Ar conmensurable con AB.

Digo que AB, Br son también conmensurables.

Pues como Ar, AB son conmensurables, alguna magnitud las medird. Midalas (una
magnitud) y sea a. Asi pues, dado que a mide a ra, AB, entonces medird también a
la magnitud restante Br. Pero también mide a AB; entonces A medird a AB, Br. Luego
AB, B son conmensurables [X Def. 1]

Por consiguiente, si dos magnitudes..., etc.

Prorosicion 16

Si se suman dos magnitudes inconmensurables, la magnitud total también sera
inconmensurable con cada una de ellas; y si la magnitud total es inconmensurable
con una de ellas, las magnitudes iniciales seran también inconmensurables.

Sumense, pues, las dos magnitudes inconmensurables AB, Br.



Digo que la (magnitud) total Ar es inconmensurable con cada una de las
(magnitudes) A, Br.

Pues si rA, AB no son inconmensurables, alguna magnitud las medira. Midalas
(una magnitud), si es posible, y sea a. Asi pues, como A mide a ra, AB, entonces,
medird también a la magnitud restante Br. Pero mide también a AB; entonces a mide
a AB, Br. Luego AB, Br son conmensurables; pero se ha supuesto que son
inconmensurables; lo cual es imposible. Por tanto, ninguna magnitud medird ara, AB;
luego ra, AB son inconmensurables [X Def. 1]. De manera semejante demostrariamos
que Ar, rs son inconmensurables. Por tanto Ar es inconmensurable con cada una de
las magnitudes AB, Br.

— A it
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Pero ahora sea Ar inconmensurable con una de las (magnitudes) AB, Br. Séalo en
primer lugar con AB.

Digo que AB, Br son también inconmensurables. Pues, si son conmensurables,
alguna magnitud las medira. Midalas (una magnitud) y sea a. Asi pues, como a mide
a AB, Br, entonces, medird también a la (magnitud) total Ar. Pero mide también a AB;
entonces A mide araA, AB. Luego ra, AB son conmensurables; pero se ha supuesto que
son inconmensurables; lo cual es imposible. Luego ninguna magnitud medira a AB,
Br; por tanto AB, B son inconmensurables.

Por consiguiente, si dos magnitudes..., etc.



LEmMA

Si se aplica a una recta un paralelogramo deficiente en la figura de un cuadrado,
el (paralelogramo) aplicado es igual al (rectangulo) producido por los segmentos de
recta que resultan de la aplicacion.

Apliquese, pues, a la recta AB, el paralelogramo Aa deficiente en la figura de un
cuadrado, AB.

A

A I B

Digo que Aa es igual al rectangulo comprendido por Ar, rs.

Y esto queda claro por si mismo: pues como AB es un cuadrado, ar es igual a rs,
y AA es el (rectangulo comprendido) por Ar, ra, es decir, el (rectangulo comprendido)
por Ar, rB.

Por consiguiente, si se aplica una recta... etc.16,

Proposicion 17

Si hay dos rectas desiguales, y se aplica a la mayor un (paralelogramo) igual a la
cuarta parte del cuadrado de la menor y deficiente en la figura de un cuadrado, y si la
divide en (partes) conmensurables en longitud, el cuadrado de la mayor sera mayor
que el de la menor en el cuadrado de una recta conmensurable con ella (la mayor). Y
si el cuadrado de la mayor es mayor que el de la menor en el (cuadrado) de una (recta)
conmensurable con ella (la mayor), y se aplica a la mayor un (paralelogramo) igual
a la cuarta parte del cuadrado de la menor y deficiente en la figura de un cuadrado,
la divide en (partes) conmensurables en longitud.

Sean A, Br dos rectas desiguales, de las cuales Br sea la mayor, y apliquese a Br
un (paralelogramo) igual a la cuarta parte del (cuadrado) de la menor, A, es decir,
al (cuadrado) de la mitad de A, y deficiente en la figura de un cuadrado. Y sea el
(rectangulo comprendido) por Ba, ar [Lema]. Y sea Ba conmensurable en longitud
CON Ar.

Digo que el cuadrado de Br es mayor que el de A en el cuadrado de una (recta)
conmensurable con ella (Br).



Dividase, pues, Br en dos partes iguales por el (punto) g, y hagase ez igual a AE.
Entonces, la restante ar es igual a Bz. Y dado que la recta Br ha sido dividida en partes
iguales por el (punto) E y en partes desiguales por el (punto) a, entonces el rectangulo
comprendido por Ba, ar junto con el cuadrado de Ea es igual al cuadrado de er [l
5]; y (lo mismo vale) para sus cuadruples; entonces el cuadruple del (rectangulo
comprendido) por Ba, ar junto con el cuadruple del cuadrado de ae es igual al
cuadruple del cuadrado de er. Pero el cuadrado de A es igual al cuadruple del
rectangulo comprendido por Ba, ar, mientras que el cuadrado de az es igual al
cuadruple del cuadrado de Ae: porque az es el doble de ae. Pero el cuadrado de Br es
igual al cuadruple del cuadrado de Er: porque Br es a su vez el doble de re. Luego los
cuadrados de las rectas A, az son iguales al cuadrado de Br; de modo que el cuadrado
de Br es mayor que el cuadrado de A en el cuadrado de az; luego el cuadrado de Br
es mayor que el de A en el cuadrado de az1’.

Hay que demostrar que Br es ademas conmensurable con az. Pues como Ba es
conmensurable en longitud con ar, entonces Brr es conmensurable en longitud con ra
[X 15]. Pero ra es conmensurable en longitud con ra, Bz: porque ra es igual a Bz [X
6]. Luego Br es conmensurable en longitud con Bz, ra [X 12]; de modo que Br también
es conmensurable en longitud con la restante za [X 15]; luego el cuadrado de Br es
mayor que el cuadrado de A en el cuadrado de una (recta) conmensurable con ella (Br).

Pues bien, sea mayor el cuadrado de Br que el cuadrado de A en el cuadrado de
una (recta) conmensurable con ella (Br) y apliquese a Br un paralelogramo igual a
la cuarta parte del (cuadrado) de A y deficiente en la figura de un cuadrado, y sea el
rectangulo comprendido por Ba, Ar.

Hay que demostrar que Ba es conmensurable en longitud con ar.

Pues, siguiendo la misma construccién, demostrariamos de manera semejante que
el cuadrado de Br es mayor que el de A en el cuadrado de za. Pero el cuadrado de Br es
mayor que el de A en el cuadrado de una (recta) conmensurable con ella (Br). Entonces
Br es conmensurable en longitud con za; de modo que Br también es conmensurable
en longitud con el resto, a saber, la suma de Bz, ar [X 15]. Pero la suma de Bz, ar es
conmensurable con ar [X 6]. De modo que Br es también conmensurable en longitud
con ar [X 15].



Por consiguiente, si hay dos rectas desiguales..., etc.

Proposicion 18

Si hay dos rectas desiguales y se aplica a la mayor un (paralelogramo) igual a
la cuarta parte del cuadrado de la menor deficiente en la figura de un cuadrado, y
si la divide en (partes) inconmensurables, el cuadrado de la mayor sera mayor que
el cuadrado de la menor en el cuadrado de una recta inconmensurable con ella (la
mayor). Y si el cuadrado de la mayor es mayor que el cuadrado de la menor en el
(cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (la mayor) y se aplica a la mayor
un (paralelogramo) igual a la cuarta parte del cuadrado de la menor y deficiente en
la figura de un cuadrado, la divide en (partes) inconmensurables.

Sean A, Br dos rectas desiguales, de las cuales sea Br la mayor, y apliquese a Br
un paralelogramo igual a la cuarta parte del (cuadrado) de la menor, A, y deficiente
en la figura de un cuadrado, y sea el (rectdngulo) Bar [Cf. lema anterior a X 17], y
sea BA inconmensurable en longitud con ar.

Digo que el cuadrado de Br es mayor que el cuadrado de A en el cuadrado de una
(recta) inconmensurable con ella (8r).

Pues, siguiendo la misma construccion del (teorema) anterior, demostrariamos de
manera semejante que el cuadrado de Br es mayor que el de A en el (cuadrado) de za.

Hay que demostrar que Br es inconmensurable en longitud con az. Pues como
BA €S inconmensurable en longitud con ar, entonces Br es también inconmensurable
en longitud con ra [X 16]. Pero ar es conmensurable con la suma de Bz, ar [X 6];
entonces Br es inconmensurable con la suma de Bz, az [X 13]. De modo que Br es
también inconmensurable en longitud con la restante za [X 16]. Y el cuadrado de Br es
mayor que el cuadrado de A en el (cuadrado) de za; luego el cuadrado de Br es mayor
que el cuadrado de A en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (Br).
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Sea a su vez el cuadrado de Br mayor que el cuadrado de A en el (cuadrado) de
una (recta) inconmensurable con ella (r) y apliquese a Br un (paralelogramo) igual
a la cuarta parte del (cuadrado) de A y deficiente en la figura de un cuadrado y sea el
(rectangulo comprendido) por Ba, ar.

Hay que demostrar que Ba es inconmensurable en longitud con ar.

Pues, siguiendo la misma construccion, demostrariamos de manera semejante que
el cuadrado de Br es mayor que el cuadrado de A en el (cuadrado) de za. Pero el
cuadrado de Br es mayor que el cuadrado de A en el (cuadrado) de una (recta)
inconmensurable con ella (r). Luego Br es inconmensurable en longitud con za; de
modo que Br es inconmensurable con el resto, es decir, con la suma de Bz, ar [X
16]. Pero la suma de Bz, ar es conmensurable en longitud con ar [X 6]; luego Br
es inconmensurable en longitud con ar [X 13]; de modo que, por separacion, Ba es
inconmensurable en longitud con ar [X 16]

Por consiguiente, si hay dos rectas..., etc.

LEmMA

Puesto que queda demostrado que las (rectas) conmensurables en longitud lo son
siempre también en cuadrado, mientras que las que lo son en cuadrado no lo son
siempre también en longitud, sino que pueden ser, en efecto, conmensurables o
inconmensurables en longitud, queda claro que, si una recta es conmensurable en
longitud con una recta expresablel® determinada, se llama expresable y



conmensurable con ella no sélo en longitud sino también en cuadrado, porque las
(rectas) conmensurables en longitud lo son siempre también en cuadrado. Ahora bien,
si una recta es conmensurable en cuadrado con una (recta) expresable determinada,
entonces, si lo es también en longitud, se dice que es expresable y conmensurable con
ella en longitud y en cuadrado; pero si una recta, siendo a su vez conmensurable en
cuadrado con otra recta expresable determinada, es inconmensurable en longitud con
ella, en este caso también se llama expresable pero conmensurable s6lo en cuadrado®.

Proposicion 19

El rectdngulo comprendido por rectas expresables conmensurables en longitud,
segln alguna de las formas antedichas es expresable2C,

Pues sea comprendido el rectdngulo Ar por las rectas expresables y
conmensurables en longitud AB, Br.

A

A B

Digo que Ar es expresable.

Pues constriyase sobre A el cuadrado de Aa. Entonces Aa es expresable [X Def.
4]. 'Y como AB es conmensurable en longitud con Br, mientras que AB es igual a Ba,
entonces Ba es conmensurable en longitud con Br. Y como Ba €S a Br, asi AA a Al
[VI 1]. Luego aA es conmensurable con Ar [X 11]. Pero aA es expresable; luego Ar
es también expresable [X Def. 4].

Por consiguiente, el rectingulo comprendido..., etc.

Proposicion 20



Sise aplicaun (area) expresable a una (recta) expresable, produce como anchura
una (recta) expresable y conmensurable en longitud con aquella a la que se ha
aplicado.

Apliquese, pues, el (area) expresable Ar a la recta AB expresable una vez mas
segun alguna de las formas antedichas, de modo que produzca como anchura Br.

A

r

Digo que Br es expresable y conmensurable en longitud con BA.

Pues construyase sobre AB el cuadrado de Aa; entonces Aa es expresable [X Def.
4]. Pero también lo es Ar; luego aA es conmensurable con Ar. Ahora bien, como aA es
a Ar, asi aB a Br [VI 11]. Por tanto aB es conmensurable también con Br [X 11]; pero
AB es igual a BA. Luego AB es conmensurable con Br. Ahora bien, AB es expresable;
por tanto, Br es expresable y conmensurable en longitud con AB.

Por consiguiente, si se aplica un (area) expresable a una recta expresable..., etc.

Proposicion 21

El rectdngulo comprendido por rectas expresables y conmensurables s6lo en
cuadrado no es racionalmente expresable?l y el lado del cuadrado igual a él tampoco
es racionalmente expresable, [lamese (este ultimo) medial.



Sea, pues, comprendido el rectangulo Ar por las rectas expresables y
conmensurables sélo en cuadrado AB, Br.

Digo que Ar no es expresable, y el lado del cuadrado igual a él tampoco es
expresable, y llamese medial.

A

I

Pues constriyase sobre AB el cuadrado Aa; entonces Aa es expresable [X Def.
4]. Y como AB es inconmensurable en longitud con Br, porque se ha supuesto que
es conmensurable sélo en cuadrado, mientras que AB es igual a Ba, entonces aB es
inconmensurable en longitud con Br. Ahora bien, como 2B es a Br, asi Aa es a Ar [VI
1]; luego aA es inconmensurable con Ar [X 11]. Pero aA es expresable; luego Ar no
es expresable; de modo que el lado del cuadrado igual a Ar tampoco es expresable,
llamese medial. Q. E. 0.2,

LEmMA
Si hay dos rectas, como la primera es a la segunda, asi el cuadrado de la primera
al rectangulo comprendido por las dos rectas.

Sean zg, EH dos rectas.
Digo que como zE es a EH, asi el (cuadrado) de ze al (rectangulo comprendido)
por zE, EH.



A

Constrayase, pues, sobre zg, el cuadrado az, y complétese el (paralelogramo) Ha.
Asi pues, dado que, como zE es a EH, asi za a aH [VI 1], y za es el (cuadrado) de
ZE, mientras que aH es el (rectangulo comprendido) por AEg, EH, es decir por zE, EH,
entonces como ze es a EH, asi el (cuadrado) de ze al (rectdngulo comprendido) por
ze, EH. De manera semejante, como el (rectangulo comprendido) por HE, Hz es al
(cuadrado) de Ez, es decir, como Ha es a za, asi es HE a Ez. Q. E. D.%5,

Proposicion 22

El (cuadrado) de una (recta) medial, si se aplica a una recta expresable, produce
una anchura expresable e inconmensurable en longitud con aquella a la que se aplica.

Sea A la (recta) medial y rB la expresable, y apliquese a Br el area rectangular Ba
igual al cuadrado de A, produciendo la anchura ra.

Digo que ra es expresable e inconmensurable en longitud con r..

Pues como A es una medial, su cuadrado es igual a un area comprendida por
rectas expresables conmensurables sélo en cuadrado [X 21]. Sea su cuadrado igual a
Hz. Pero su cuadrado también es igual a Ba; entonces Ba es igual a Hz. Pero también
son equiangulares; y en los paralelogramos iguales y equiangulares, los lados que
comprenden los angulos iguales estan inversamente relacionados [VI 14]. Luego,
proporcionalmente, como Br es a EH, asi Ez a ra. Entonces, como el (cuadrado) de Br
es al (cuadrado) de EH, asi el (cuadrado) de ez es al (cuadrado) de ra [VI 22]. Ahora
bien, el (cuadrado) de rs es conmensurable con el de EH; porque cada uno de ellos
es expresable; luego el (cuadrado) de ez es también conmensurable con el (cuadrado)
de ra [X 11]. Pero el (cuadrado) de ez es expresable; luego el cuadrado de ra es
también expresable [X Def. 4]; por tanto, ra es expresable. Ahora bien, como Ez es
inconmensurable en longitud con EH, porque son conmensurables sélo en cuadrado; y
COMoO Ez es a EH, asi el (cuadrado) de ez al (rectangulo comprendido) por zg, eH [lema],
entonces el (cuadrado) de ez es inconmensurable con el (rectangulo comprendido) por
ZE, EH. Pero el (cuadrado) de ra es conmensurable con el cuadrado de Ez; porque son



expresables en cuadrado; y el (rectangulo comprendido) por ar, r8 es conmensurable
con el (rectdngulo comprendido) por zE, EH, porque son iguales al (cuadrado) de A;
luego el (cuadrado) de ra es también inconmensurable con el (rectangulo
comprendido) por ar, r8 [X 13]. Pero, como el (cuadrado) de ra es al (rectangulo
comprendido) por ar, rB, asi ar es a ra [lema]. Por tanto, ar es inconmensurable
en longitud con ra [X 11]. Por consiguiente, ra es expresable e inconmensurable en
longitud con rB. Q. E. D.

B
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Proposicion 23

La recta conmensurable con una (recta) medial es medial.

Sea A una recta medial, y sea B conmensurable con A.

Digo que B es también medial.

Pdngase, pues, la recta expresable ra, y apliquese a ra un area rectangular re
igual al cuadrado de A que produzca la anchura Ea; entonces Ea es expresable e
inconmensurable en longitud con ra [X 22]. Pero apliquese a ra un area rectangular,
rz, igual al (cuadrado) de B que produzca la anchura az. Entonces, dado que A es
conmensurable con B, el (cuadrado) de A es también conmensurable con el (cuadrado)
de B. Pero er es igual al (cuadrado) de A, mientras que rz es igual al (cuadrado) de B;
por tanto, er es conmensurable con rz. Ahora bien, como Er es a rz, asi ea a az [VI
1]; entonces Ea es conmensurable en longitud con az [X 11]; pero Ea es expresable
e inconmensurable en longitud con ar; entonces ar es expresable [X Def. 3] e
inconmensurable en longitud con ar [X 13]; luego ra, az son expresables y
conmensurables s6lo en cuadrado. Pero la recta cuyo cuadrado es igual al rectangulo



comprendido por rectas expresables y conmensurables sélo en cuadrado es medial
[X 21]. Luego la recta cuyo cuadrado es igual al rectangulo comprendido por ra, az
es medial; y el cuadrado de B es igual al rectdngulo comprendido por ra, az. Por
consiguiente, B es medial.

A B
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Porisma:

A partir de esto queda claro que un (area) conmensurable con un area medial es
medial.

De acuerdo con lo que se ha dicho acerca de las (rectas) expresablas [Lema
siguiente a X 18] se sigue, en lo que se refiere a las mediales, que la recta
conmensurable en longitud con una medial se llama medial y es conmensurable con
ella no sélo en longitud sino también en cuadrado, porque, en general, las (rectas)
conmensurables en longitud lo son siempre también en cuadrado. Pero si una recta es
conmensurable en cuadrado con una medial, y si lo es también en longitud, en este
caso se llaman también mediales y conmensurables en longitud y en cuadrado, pero
si s6lo lo son en cuadrado, se llaman mediales conmensurables s6lo en cuadrado??.

Proposicion 24

El rectdngulo comprendido por rectas mediales conmensurables en longitud
segln alguna de las formas antedichas?2, es medial.

Sea pues comprendido el rectangulo Ar por las rectas mediales conmensurables
en longitud AB, Br.



Digo que el (rectangulo) Ar es medial.

Pues constrlyase sobre AB el cuadrado Aa; entonces Aa es medial. Y puesto que
AB es conmensurable en longitud con Br, mientras que AB es igual a Ba, entonces AB
también es conmensurable en longitud con Br; de modo que aA es conmensurable con
Ar [VI 1, X 11]. Pero aA es medial. Por consiguiente, Ar también es medial [X 23
Por.]. Q. E. D.

g

Proposicion 25

El rectdngulo comprendido por rectas mediales conmensurables s6lo en
cuadrado o es expresable o es medial.

Sea, pues, comprendido el rectangulo Ar por las rectas mediales conmensurables
solo en cuadrado, AB, Br.

Digo que Ar o es expresable o es medial.



K N

[1]
i

A

Pues constriyanse sobre AB, Br los cuadrados Aa, BE; entonces cada uno de los
(cuadrados) Aa, BE son mediales.

Pdngase la recta expresable zH, y apliquese a la (recta) zH el paralelogramo
rectangular He igual a Aa de modo que produzca la anchura ze; apliquese, por otra
parte a em el paralelogramo rectangular mk igual a Ar de modo que produzca la
anchura ek, y ademas apliquese a kN, de manera semejante, el rectangulo NA igual a
BE, de modo que produzca la anchura KA. Entonces zo, ok, KA estan en linea recta.
Asi pues, dado que cada uno de los (cuadrados) Aa, BE es medial, y Aa es igual a He, y
BE a NA, entonces, cada uno de los (rectangulos) He, NA también es medial. Y se han
aplicado a la recta expresable zH; luego cada una de las (rectas) zo, kA es expresable
e inconmensurable en longitud con zH [X 22]. Y puesto que Aa es conmensurable con
BE, entonces He es conmensurable con NA. Y como He €S a NA, asi la (recta) ze a la
(recta) kKA [VI 1]; entonces la (recta) ze es conmensurable en longitud con la (recta)
KA [X 11]. Luego zo, KA son expresables y conmensurables en longitud; por tanto, el
(rectangulo comprendido) por ze, KA es expresable [X 19]. Y dado que aB es igual a
BA, Y =B a BI, entonces, COMO AB €S a Br, asi AB a BE Y, por tanto, Como AB €S a Br,
asi aa a Ar [VI 1], y como AB es a Bz, asi Ar a r= [VI 1]; entonces, como aA es a Ar,
asi Ar ar=. Pero Aa es igual a He, Ar a MK, Yy I'= a NA; entonces, Como He es a MK,
asi MK a NA; luego, como zo es a ok, asi también ek a kA [VI 1, V 11]; por tanto,
el (rectangulo comprendido) por ze, KA es igual al (cuadrado) de ek [VI 17]. Ahora
bien, el (rectangulo comprendido) por ze, KA es expresable; entonces el (cuadrado) de
oK es también expresable; luego ek es expresable. Y si es conmensurable en longitud
con zH, entonces eN es expresable; pero si es inconmensurable en longitud con zH,
Ko, @M son expresables y conmensurables s6lo en cuadrado, y entonces eN es medial



[X 21]; por tanto oN 0 es expresable o es medial. Pero on es igual a Ar; luego Ar o
es expresable o es medial.

Por consiguiente, si el (rectangulo) comprendido por (rectas) conmensurables
so6lo en cuadrado..., etc.

Proposicion 26

Un (area) medial no excede a otra medial en un (area) expresable.

Pues, si es posible, exceda el (area) AB al (area) medial Ar en el (area) expresable
AB, 'y pongase la recta expresable ez, y apliquese a ez el paralelogramo rectangulo ze
igual a AB de modo que produzca la anchura Ee, y quitese el (rectangulo) zH igual
a Ar; entonces el resto Ba es igual al resto ke. Pero aB es expresable; por tanto ke
también es expresable. Asi pues, dado que cada uno de los (rectangulos) AB, Ar es
medial, y AB es igual a ze, mientras que Ar es igual a zH, entonces cada uno de los
(rectangulos) ze, zH es también medial. Y se han aplicado a la (recta) expresable Ez;
entonces cada una de las (rectas) ek, EH es expresable e inconmensurable en longitud
con ez [X 22]. Ahora bien, puesto que aB es expresable y es igual a ke; entonces ko, es
también expresable. Y se ha aplicado a la (recta) expresable ez; luego He es también
expresable y conmensurable en longitud con ez [ X 20]. Pero eH es también expresable
e inconmensurable en longitud con Ez; entonces EH es inconmensurable en longitud
con He [X 13]. Ahora bien, como EH es a He, asi el (cuadrado) de eH es al (rectangulo
comprendido) por EH, He; entonces el (cuadrado) de eH es inconmensurable con el
(rectangulo comprendido) por eH, He [X 11]. Pero los cuadrados de EH, HO son
conmensurables con el (cuadrado) de EH, porque ambos son expresables; pero dos
veces el (rectdngulo comprendido) por EH, He es conmensurable con el (rectangulo
comprendido) por EH, He, porque es el doble que €l [X 6]; por tanto, los cuadrados
de EH, He son inconmensurables con dos veces el (rectangulo) comprendido) por EH,
He [X 13]; luego, tanto la suma de los (cuadrados) de eH, Ho como dos veces el
(rectangulo comprendido) por EH, He, que es precisamente el cuadrado de e [11 4],
es inconmensurable con los (cuadrados) de EH, He [X 16]. Pero los (cuadrados) de EH,
He son expresables; luego el (cuadrado) de ee no es expresable [X Def. 4]. Por tanto,
E@ no es expresable. Pero también es expresable; lo cual es imposible.
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Por consiguiente, un (area) medial no excede a otra (area) medial en un (area)
expresable. Q. E. D.

Proposicion 27

Hallar rectas mediales conmensurables sélo en cuadrado que comprendan un
(rectangulo) expresable.



Pdnganse dos rectas, A, B, expresables conmensurables s6lo en cuadrado, y tdmese
la media proporcional, r, de A, B, y, como Aes a B, seaasi raa [VI 21].

Y puesto que A, B son rectas expresables conmensurables sélo en cuadrado,
entonces el (rectangulo comprendido) por A, B, es decir, el cuadrado de r [VI 17] es
medial [X 21]. Entonces r es medial. Y puesto que, como AesaB,resaa,y A, B son
conmensurables s6lo en cuadrado, entonces r, a son también conmensurables s6lo en
cuadrado [X 11]. Ahora bien, r es medial, luego también a es medial. Por tanto, r, A
son mediales y conmensurables s6lo en cuadrado.

e el

A B

Digo que también comprenden un rectangulo expresable.

Pues, dado que, como A es a B, asi " a a, entonces, por alternancia, como A es a
r,Besaa[V 16]. PerocomoAesar,Besaal[V 16]. PerocomoAesar,resa
B; entonces, como r es a B, asi B a A; luego el (rectangulo comprendido) por r, a es
igual al cuadrado de B. Pero el cuadrado de B es expresable; por tanto el (rectangulo
comprendido) por r, a es también expresable.

Por consiguiente, se han hallado rectas mediales conmensurables sélo en
cuadrado que comprenden un (rectangulo) expresable. Q. E. D.

Prorosicion 28

Hallar (rectas) mediales conmensurables s6lo en cuadrado que comprendan un
(rectangulo) medial.



Pdnganse las (rectas) expresables conmensurables sélo en cuadrado A, B, r' y
tomese la media proporcional a de A, B [VI 13],ycomoBesar, seaasi aak [VI 12].

Al y

[

Puesto que A, B son rectas expresables conmensurables s6lo en cuadrado,
entonces el (rectangulo comprendido) por A, B, es decir el (cuadrado) de a [VI 17]
es medial, luego a es medial [X 21]. Y puesto que B, r son conmensurables sélo en
cuadrado, y como B esar, A €s a E, entonces a, E son también conmensurables sélo
en cuadrado [X 11]. Pero a es medial; entonces E es también medial [X 23]. Luego a,
E son mediales y conmensurables sélo en cuadrado.

Digo ademas que también comprenden un rectangulo medial.

Pues, dado que, como B es a T, asi A a E, entonces, por alternancia, como B €s a
A, asirake. Y comoBesaa, asi A aA; entonces, COmo A es a A, asi también r a E;
luego el (rectangulo comprendido) por A, r es igual al (rectdngulo comprendido) por
A, E [VI 16]. Pero el (rectangulo comprendido) por A, r es medial [X 21]. Por tanto,
el (rectdngulo comprendido) por a, E es también medial.

Por consiguiente, se han hallado rectas mediales conmensurables s6lo en
cuadrado que comprenden un rectangulo medial. Q. E. D.

LEmA 1
Hallar dos nimeros cuadrados tales que su suma sea también un cuadrado.

Pdnganse dos nUmeros AB, B y sean pares o0 impares. Y puesto que, tanto si de un
nlmero par se quita un numero par, como si de un nimero impar se quita un nimero
impar, el resto es par [IX 24-26]; entonces el resto Ar es par. Dividase Ar en dos
partes iguales por a. Y sean AB, BI 0 numeros planos semejantes o nimeros cuadrados,
que son también ellos mismos nimeros planos semejantes; entonces, el producto de
AB, Br junto con el (cuadrado) de ra es igual al cuadrado de Ba. Y el producto de
AB, BrI es también un cuadrado, puesto que precisamente hemos demostrado que, Si
dos nimeros planos semejantes, al multiplicarse entre si, hacen algin (nimero) el
producto es un numero cuadrado [IX 1]; entonces, se han hallado dos ndmeros
cuadrados, el producto de AB, Bry el cuadrado de ra que, sumados, hacen el cuadrado
de Ba.
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Y queda claro que se han hallado a su vez dos nimeros cuadrados, el (cuadrado)
de Bay el (cuadrado) de ra, tales que su diferencia, el producto de AB, Br €s un nimero
cuadrado, siempre que AB, BI sean nimeros planos semejantes. Pero en el caso de que
no sean nimeros planos semejantes, se han hallado dos cuadrados, el (cuadrado) de Ba
y el (cuadrado) de ar, cuya diferencia, el producto de AB, Br no es un cuadrado. Q. E. D.

LEmMA 2
Hallar dos nimeros cuadrados tales que su suma no sea un cuadrado.

Sea, pues, el producto de AB, Br, segun dijimos, un cuadrado, y sea rA un numero
par, y dividase en dos partes iguales por a. Queda claro que el producto de AB, Br
junto con el cuadrado de ra es igual al cuadrado de Ba [lema 1]. Quitese la unidad aE;
entonces el producto de AB, Br junto con el cuadrado de re es menor que el cuadrado
de Ba.
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Pues bien, digo que el cuadrado producto de AB, Br junto con el (cuadrado) de
E NO Sera un nimero cuadrado.

Pues si es cuadrado, o es igual al (cuadrado) de Be 0 menor que el (cuadrado) de
BE, pero no es mayor, para que no se divida la unidad.

En primer lugar, si es posible, sea el (producto) de AB, Br junto con el (cuadrado)
de re igual al cuadrado de BE, y sea HA el doble de la unidad ae. Asi pues como el
total Ar es el doble del total ra y en ellos AH es el doble de ag, entonces el resto Hr es
el doble del resto Er; luego Hr se ha dividido en dos partes iguales por E; por tanto, el
(producto) de HB, Br junto con el (cuadrado) de re es igual al (cuadrado) de Bt [I1 6].
Pero se ha supuesto que el (producto) de AB, Br junto con el (cuadrado) de re es igual
al (cuadrado) de Bg; entonces el (producto) de HB, Br junto con el (cuadrado) de re es
igual al (producto) de AB, Br junto con el (cuadrado) de re. Ahora bien, si se quita de
ambos el (cuadrado) de re, se sigue que AB es igual a HB; lo cual es absurdo. Luego
el (producto) de AB, Br junto con el (cuadrado) de re no es igual al (cuadrado) de BE.

Digo ademas que tampoco es menor que el (cuadrado) de BE. Pues, si es posible,
sea igual al (cuadrado) de Bz, y sea oA el doble de az. Pues bien, se seguira de nuevo
que or es el doble de rz; de modo que re ha sido dividida también en dos partes
iguales por z y que, por eso, el (producto) de eB, Br junto con el (cuadrado) de zr



es igual al (cuadrado) de Bz [Il 6]. Pero se ha supuesto que el (producto) de AB, B
junto con el (cuadrado) de re es igual al (cuadrado) de Bz. De modo que también el
(producto) de eB, Br junto con el (cuadrado) de rz sera igual al (producto) de AB, Br
junto con el (cuadrado) de re; lo cual es absurdo. Luego el (producto) de A, Br junto
con el (cuadrado) de re no es menor que el (cuadrado) de Be. Pero se ha demostrado
que tampoco es igual al (cuadrado) de BE. Por consiguiente el (producto) de AB, B
junto con el (cuadrado) de re no es un cuadrado. Q. E. D.

Proposicion 29

Hallar dos rectas expresables conmensurables sélo en cuadrado, de modo que
el cuadrado de la mayor sea mayor que el de la menor en el cuadrado de una recta
conmensurable en longitud con ella (la mayor).

Pdngase, pues, una recta expresable AB y los dos nimeros cuadrados ra, ag, de
modo que su diferencia re no sea un cuadrado [lema 1], y describase sobre AB el
semicirculo AzB, y hagase de forma que como ar es a rE, asi el cuadrado de BA al
cuadrado de Az [X 6 Por.], y tracese zB.

Puesto que, como el (cuadrado) de BA es al (cuadrado) de Az, asi Ar are, entonces
el (cuadrado) de Ba guarda con el (cuadrado) de Az la razon que el nimero ar guarda
con el nimero re; luego el (cuadrado) de Ba es conmensurable con el (cuadrado) de
AZ [X 6]. Pero el (cuadrado) de AB es expresable [X Def. 4]; luego el (cuadrado) de
Az es también expresable [id.]; por tanto Az es también expresable. Y puesto que ar
no guarda con AE la razén que un nimero cuadrado guarda con un numero cuadrado;
entonces el (cuadrado) de Ba tampoco guarda con el cuadrado de Az la razon que un
numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; luego AB es inconmensurable en
longitud con Az [X 9]. Por tanto BA, Az son expresables y conmensurables s6lo en
cuadrado. Ahora bien, dado que, como ar es are, asi el (cuadrado) de Ba al (cuadrado)
de Az, entonces, por conversion, como ra es a Ak, asi el (cuadrado) de AB es al
(cuadrado) de Bz [V 19 Por.; 11l 31; | 47]. Pero ra guarda con AE la razon que un
numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; entonces, el cuadrado de AB guarda
con el cuadrado de Bz la razon que un numero cuadrado guarda con un numero
cuadrado. Luego AB es conmensurable en longitud con Bz [X 9]. Y el (cuadrado) de
AB es igual a los (cuadrados) de Az, zB. Luego el cuadrado de AB es mayor que el de
Az en el (cuadrado) de la (recta) Bz conmensurable con ella (AB).
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Por consiguiente, se han hallado dos rectas expresables BA, Az conmensurables
solo en cuadrado, de modo que el cuadrado de la mayor AB es mayor que el de lamenor
Az en el cuadrado de la (recta) Bz conmensurable en longitud con ella (AB). Q. E. D.

Proposicion 30

Hallar dos rectas expresables conmensurables sélo en cuadrado, de modo que
el cuadrado de la mayor sea mayor que el de la menor en el cuadrado de una (recta)
inconmensurable en longitud con ella (la mayor).

Pdngase, pues, la recta expresable A y los dos nimeros cuadrados re, ea tales que
su suma, ra no sea un nimero cuadrado [lema 2]. Y describase sobre AB el semicirculo
AzB, y hagase de forma que como ar es are, asi el cuadrado de Ba al cuadrado de Az [ X
6 Por.], y tracese zB. De manera semejante a la (proposicion) anterior demostrariamos
que BA, Az son expresables y conmensurables solo en cuadrado. Ahora bien, dado que,
como Ar es are, asi el (cuadrado) de BA al (cuadrado) de Az, entonces, por conversion,
COMO ra es a AE, asi el (cuadrado) de A al (cuadrado) de Bz [V 19 por.; 111 31, 1 47].
Pero rA no guarda con At la razon que un namero cuadrado guarda con un nimero
cuadrado. Entonces el (cuadrado) de A tampoco guarda con el (cuadrado) de Bz la
razon que un ndmero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; luego AB es
inconmensurable en longitud con Bz [X 9]. Y el cuadrado de AB es mayor que el de
Az en el (cuadrado) de la (recta) zB inconmensurable con ella (AB).
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Por consiguiente, AB, Az son expresables y conmensurables sélo en cuadrado,
y el cuadrado de AB es mayor que el cuadrado de Az en el cuadrado de la recta zB,
inconmensurable en longitud con ella (AB). Q. E. D.

Proposicion 31

Hallar dos (rectas) mediales conmensurables sélo en cuadrado que comprendan
un (rectangulo) expresable, de modo que el cuadrado de la mayor sea mayor que el
de la menor en el cuadrado de una (recta) conmensurable en longitud con ella (la
mayor).

Pdnganse las dos rectas expresables A, B conmensurables sélo en cuadrado, de
modo que el cuadrado de A que es la mayor sea mayor que el cuadrado de la menor,
B, en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable en longitud con ella (A) [X 29]. Y
sea el (cuadrado) de r igual al (rectangulo comprendido) por A, B. Pero el (rectangulo
comprendido) por A, B es medial [X 21]; entonces el (cuadrado) de r también es
medial, luego r es también medial [X 21]. Sea el rectdngulo comprendido por ra
igual al (cuadrado) de B; pero el cuadrado de B es expresable; luego el (rectangulo
comprendido) por ra es también expresable. Ahora bien, dado que como A es a B, asi
el (rectangulo comprendido) por A, B es al (cuadrado) de B, mientras que el (cuadrado)
de r es igual al (rectangulo comprendido) por A, B, y el (rectangulo comprendido) por
r, A es igual al (cuadrado) de B, entonces, como A es a B, asi el (cuadrado) de r al
(rectangulo comprendido) por r, a. Pero, como el (cuadrado) de r es al (rectangulo
comprendido) por r, A, asi I es a A; entonces, como A es a B, asi I a A. Pero A es
conmensurable con B s6lo en cuadrado; luego r es también conmensurable con a s6lo



en cuadrado [X 11]. Y es medial; por tanto a también es medial [X 23]. Ahora bien,
dado que, como Aesa B, resaa,y el (cuadrado) de A es mayor que el de B en el
(cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (A), entonces el cuadrado de r es
también mayor que el de a en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella
(r) [X 14].
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Por consiguiente, se han hallado dos rectas mediales r, A conmensurables sélo en
cuadrado que comprenden un (rectangulo) expresable, y el cuadrado de r es mayor
que el de a en el cuadrado de una (recta) conmensurable en longitud con ella (r).

De manera semejante se demostraria que (el cuadrado de r es mayor que el
cuadrado de a) en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable en longitud con ella
(r), siempre que el cuadrado de A sea mayor que el de B en el (cuadrado) de una (recta)
inconmensurable con ella (a) [X 30]%.

Proposicion 32

Hallar dos (rectas) mediales conmensurables sélo en cuadrado que comprendan
un rectangulo medial, de modo que el cuadrado de la mayor sea mayor que el de la
menor en el cuadrado de una (recta) conmensurable con ella (la mayor).

Pdnganse tres rectas expresables A, B, r conmensurables sélo en cuadrado, de
modo que el cuadrado de A sea mayor que el de r en el (cuadrado) de una (recta)
conmensurable con ella (a) [X 29]; y sea el (cuadrado) de a igual al (rectangulo
comprendido) por A, B. Entonces el (cuadrado) de a es medial; luego a es medial [X
21]. Pero sea el (rectangulo comprendido) por a, E igual al (rectangulo comprendido)
por B, r. Y dado que, como el (rectangulo comprendido) por A, B es al (rectangulo
comprendido) por B, I, asi A es a r; mientras que el (cuadrado) de a es igual al



(rectangulo comprendido) por A, B y el (rectdngulo comprendido) por a, E es igual al
(rectangulo comprendido) por B, r; entonces, como A es a I, asi el cuadrado de a es
al (rectangulo comprendido) por a, . Pero como el (cuadrado) de a es al (rectangulo
comprendido) por a, E, asi aaE; luegocomo Aesar, asi aakE. Pero Aes conmensurable
con a s6lo en cuadrado. Entonces a es conmensurable con E sélo en cuadrado [X 11].
Pero a es medial. Luego E es también medial [X 23]. Ahora bien, dado que, como A
esar, A esak, mientras que el cuadrado de A es mayor que el de r en el (cuadrado)
de una (recta) conmensurable con ella (A), entonces el cuadrado de a sera también
mayor que el de E en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (a) [X 14].

Digo ademas que el (rectangulo comprendido) por a, E es también medial. Pues
como el (rectangulo comprendido) por B, r es igual al (rectangulo comprendido) por
A, ey el (rectingulo comprendido) por B, 1 es medial [X 21], entonces el (rectangulo
comprendido) por a, E es también medial.

Por consiguiente, se han hallado dos (rectas) mediales a, E conmensurables s6lo
en cuadrado que comprenden un (rectangulo) medial, de modo que el cuadrado de la
mayor es mayor que el de la menor en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable
con ella (la mayor).

De manera semejante se demostraria también que (el cuadrado de a es mayor
que el de E) a su vez en el cuadrado de una (recta) inconmensurable con ella (),
siempre que el cuadrado de A sea mayor que el de r en el (cuadrado) de una (recta)
inconmensurable con ella (a)2”.

LEMA
Sea ABr un triangulo rectangulo que tenga recto el angulo correspondiente a A 'y
tracese la perpendicular Aa.

Digo que el (rectangulo comprendido) por rs, Ba es igual al cuadrado de BA,
mientras que el (rectangulo comprendido) por Br, ra es igual al cuadrado de ra, y el
(rectdngulo comprendido) por Ba, ar es igual al cuadrado de Aa y ademaés el
(rectangulo comprendido) por Br, Aa es igual al (rectangulo comprendido) por BA, Ar.



En primer lugar (digo) que el (rectangulo comprendido) por rs, Ba es igual al
cuadrado de BA.

Pues como, en un triangulo rectangulo, se ha trazado la perpendicular Aa desde el
angulo recto hasta la base, entonces los tridngulos ABa, Aar son semejantes al triangulo
entero ABr y entre si [VI 8]. Y puesto que el triangulo ABr es semejante al triangulo
ABA, entonces, como rB s a BA, asi BA a Ba [V 4]; luego el (rectangulo comprendido)
por rs, BA es igual al (cuadrado) de A [V1 17].

Por lo mismo entonces, el (rectdngulo comprendido) por Br, ra es igual también
al cuadrado de Ar.

Ahora bien, dado que, si en un triangulo rectangulo se traza una perpendicular
desde el angulo recto hasta la base, la recta trazada es la media proporcional de los
segmentos de la base [VI 8 Por.], entonces, como Ba es a AA, asi Aa a ar; luego el
(rectangulo comprendido) por Ba, ar es igual al cuadrado de aAa [VI 17].

Digo que el (rectangulo comprendido) por Br, Aa es igual también al (rectangulo
comprendido) por BA, Ar. Pues como, segun hemos dicho, el tridngulo ABr es
semejante al (tridangulo) ABa, entonces, como Br es a ra, asi BA a Aa [VI 4]. Por
consiguiente, el (rectangulo comprendido) por Br, Aa es igual al (rectangulo
comprendido) por BA, Ar [VI 16] Q.E. D.

Prorosicion 33

Hallar dos rectas inconmensurables en cuadrado que hagan la suma de sus
cuadrados expresable pero el (rectangulo comprendido) por ellas, medial.

Pdonganse dos rectas expresables A, Br conmensurables solo en cuadrado, de
modo que el cuadrado de la mayor, A, sea mayor que el cuadrado de la menor, Br, en
el cuadrado de una (recta) inconmensurable con ella (aB) [X 30], y dividase Br en dos
partes iguales por el (punto) a, y apliquese a AB un paralelogramo igual al cuadrado



de cada una de las (rectas) Ba, ar y deficiente en la figura de un cuadrado, y sea el
(rectangulo comprendido) por AE, EB [VI 28]. Describase sobre AB el semicirculo Azs
y tracese ez formando angulos rectos con AB y tracense Az, zB.
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Y como AB, Br son dos rectas desiguales y el cuadrado de AB es mayor que el
cuadrado de Br en el cuadrado de una (recta) inconmensurable con ella (AB), mientras
que se ha aplicado a AB un paralelogramo igual a la cuarta parte del cuadrado de Br, es
decir, al cuadrado de su mitad, y deficiente en la figura de un cuadrado, produciendo el
(rectangulo comprendido) por AE, EB, entonces AE es inconmensurable con es [X 18].
Ahora bien, como AE es a EB, asi el (rectangulo comprendido) por BA, AE al (rectangulo
comprendido) por AB, BE, mientras que el (rectangulo comprendido) por BA, AE €S
igual al cuadrado de Az, y el (rectangulo comprendido) por AB, BE al cuadrado de Bz;
entonces el cuadrado de Az es inconmensurable con el cuadrado de zB; luego Az, zB
son inconmensurables en cuadrado. Y como AB es expresable, entonces el cuadrado
de AB es también expresable. De modo que la suma de los cuadrados de Az, zB €s
también expresable [1 47]. Y puesto que a su vez el (rectangulo comprendido) por AE,
EB es igual al cuadrado de Ez y se ha supuesto que el (rectangulo comprendido) por AE,
EB es igual también al cuadrado de Ba, entonces ze es igual a Ba; luego Br es el doble
de ze; de modo que el (rectangulo comprendido) por AB, Br es también conmensurable
con el (rectangulo comprendido) por AB, Ez. Pero el (rectangulo comprendido) por
AB, Br es medial [X 21]; luego el (rectingulo comprendido) por AB, Ez es también
medial [X 23 Por.]. Pero el (rectangulo comprendido) por AB, Ez es igual al (rectangulo
comprendido) por Az, zB [lema]: por tanto, el (rectdngulo comprendido) por Az, zs
es también medial. Y se ha demostrado que la suma de sus cuadrados es también
expresable.

Por consiguiente, se han hallado las dos rectas Az, zs inconmensurables en
cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados expresable pero el (rectangulo
comprendido) por ellas, medial. Q. E. D.



Proposicion 34

Hallar dos rectas inconmensurables en cuadrado que hagan la suma de sus
cuadrados medial, pero el rectangulo comprendido por ellas expresable.

Pdénganse dos rectas mediales, AB, Br, conmensurables solo en cuadrado, que
comprendan un rectangulo expresable, de modo que el cuadrado de AB sea mayor
que el de Br en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (aB) [X 31 ad
finem] y describase sobre AB el semicirculo AaB, y dividase Ar en dos partes iguales
por el (punto) E, y apliquese a la recta AB un paralelogramo igual al (cuadrado) de Be
deficiente en la figura de un cuadrado, es decir, el (rectangulo comprendido) por Az,
zB [VI 28]. Entonces Az es inconmensurable en longitud con zs [X 18]. Tracese za,
desde z, formando angulos rectos con AB, y tracense Aa, AB.

A
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Como Az es inconmensurable con zB, entonces el (rectangulo comprendido) por
BA, Az €S inconmensurable también con el (rectdngulo comprendido) por AB, Bz [X
11]. Pero el (rectangulo comprendido) por BA, Az es igual al (cuadrado) de Aa, y
el (rectangulo comprendido) por AB, Bz (es igual) al (cuadrado) de aB; entonces el
(cuadrado) de Aa es también inconmensurable con el (cuadrado) de aB. Y como el
(cuadrado) de AB es medial, entonces la suma de los (cuadrados) de Aa, AB es también
medial [II 31; | 47]. Y como Br es el doble de az, entonces el (rectangulo
comprendido) por AB, Br es también el doble del (rectangulo comprendido) por AB,
zA. Pero el (rectangulo comprendido) por AB, Br es expresable; luego el (rectangulo
comprendido) por AB, za es también expresable [X 6]. Pero el (rectangulo
comprendido) por AB, za es igual al (rectangulo comprendido) por Aa, aB [lema]; de
modo que el (rectangulo comprendido) por Aa, AB es también expresable.

Por consiguiente, se han hallado las dos rectas Aa, aB inconmensurables en
cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados medial, pero el rectangulo comprendido
por ellas expresable.

-IL



Proposicion 35

Hallar dos rectas inconmensurables en cuadrado que hagan la suma de sus
cuadrados medial y el (rectangulo comprendido) por ellas medial y ademas
inconmensurable con la suma de sus cuadrados.

Pdénganse dos rectas mediales conmensurables solo en cuadrado AB, Br que
comprendan un (rectangulo) medial, de modo que el cuadrado de AB Ssea mayor que
el cuadrado de Br en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (aB) [X
32]. Y describase sobre AB el semicirculo AaB, y sea semejante a la anterior el resto
(de la construccién).
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Ahora bien, como Az es inconmensurable en longitud con zB [X 18], Aa es
también inconmensurable en cuadrado con aB [X 11]. Y como el (cuadrado) de AB
es medial, entonces la suma de los (cuadrados) de Aa, aB es también medial [111 31; I
47]. Ahora bien, como el (rectangulo comprendido) por Az, zB es igual al (cuadrado)
de cada una de las (rectas) BE, Az, entonces BE es igual a az; luego Br es el doble de
zA; de modo que el (rectangulo comprendido) por AB, Br es el doble del (rectangulo
comprendido) por AB, za; por tanto, el (rectangulo comprendido por AB, Br es medial;
entonces el.(rectangulo comprendido) por AB, za es también medial [X 32 Por.]. Y
también es igual al (rectdngulo comprendido) por Aa, aB [Lema siguiente a X 32];
luego el (rectangulo comprendido) por Aa, AB es también medial. Ahora bien, como
AB es inconmensurable en longitud con Br, mientras que ra es conmensurable con BE,
entonces AB es inconmensurable en longitud con Be [X 13]; de modo que el (cuadrado)
de AB es inconmensurable con el (rectangulo comprendido) por AB, BE [X 11]. Pero
los (cuadrados) de Aa, aB son iguales al (cuadrado) de AB [l 47], mientras que el
(rectangulo comprendido) por AB, za, es decir, el (rectangulo comprendido) por Aa, AB
es igual al (rectangulo comprendido) por AB, BE; por tanto, la suma de los (cuadrados)
AA, AB €S inconmensurable con el (rectangulo comprendido) por Aa, AB.



Por consiguiente, se han hallado las dos rectas Aa, aB inconmensurables en
cuadrado, que hacen la suma de sus cuadrados medial y el rectangulo comprendido
por ellas medial y ademas inconmensurable con la suma de sus cuadrados. Q. E. D.

Proposicion 36

Si se suman dos rectas expresables conmensurables s6lo en cuadrado, la (recta)
entera no es expresable; lldmesela binomial.

Sumense, pues, las dos (rectas) expresables AB, Br conmensurables solo en
cuadrado.

Digo que el total Ar no es expresable.

Pues, dado que AB es inconmensurable en longitud con Br, porque son
conmensurables s6lo en cuadrado, mientras que, como AB es a Br, asi el (rectangulo
comprendido) por AB, Br al (cuadrado) de Br, entonces, el (rectangulo comprendido)
por AB, Br es inconmensurable con el (cuadrado) de Br [X 11]. Pero el doble del
(rectangulo comprendido) por AB, Br es conmensurable con el (rectangulo
comprendido) por AB, Br [X 6], mientras que los (cuadrados) de AB, B son
conmensurables con el (cuadrado) de Br, porque AB, Br son expresables
conmensurables solo en cuadrado [X 15], luego el doble del (rectangulo comprendido)
por AB, BI s inconmensurable con los (cuadrados) de AB, Br. Y, por composicion, el
doble del (rectdngulo comprendido) por AB, Br junto con los (cuadrados) de AB, Br, €s
decir, el (cuadrado) de Ar [l 4], es inconmensurable con la suma de los (cuadrados)
de AB, Br [X 16]: pero la suma de los (cuadrados) de AB, BI es expresable; entonces el
cuadrado de Ar no es expresable; de modo que Ar tampoco es expresable; llamesela
binomial. . E. D.28,
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Proposicion 37

Si se suman dos rectas mediales conmensurables s6lo en cuadrado que
comprendan un (rectangulo) expresable, la (recta) entera no es expresable; Ilamesela
primera bimedial.

Sumense, pues, las dos rectas mediales A, Br conmensurables s6lo en cuadrado
que comprendan un (rectangulo) expresable.
Digo que el total Ar no es expresable.



Pues como AB es inconmensurable en longitud con Br, entonces los (cuadrados)
de AB, Br son inconmensurables con el doble del (rectangulo comprendido) por AB,
Br [X 36; 11 9-20]. Ahora bien, por composicion, los (cuadrados) de AB, Br junto con
el doble del (rectangulo comprendido) por AB, Br, que es precisamente el (cuadrado)
de Ar [Il 4], es inconmensurable con el (rectangulo comprendido) por AB, Br; Yy el
(rectangulo comprendido) por AB, Br es expresable; porque se ha supuesto que AB, Br
comprenden un (rectangulo) expresable. Por tanto, el cuadrado de Ar no es expresable
[X Def. 4]; llamesela primera bimedial?®.
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Proposicion 38

Si se suman dos rectas mediales conmensurables sélo en cuadrado que
comprendan un (rectangulo) medial, la (recta) entera no es expresable; Ilamesela
segunda bimedial.

Sumense, pues, las dos (rectas) mediales A, Br conmensurables s6lo en cuadrado
que comprendan un (rectangulo) medial.

Digo que Ar no es expresable.

Pdngase, pues, la (recta) expresable aE y apliquese a Ae el rectangulo az igual al
(cuadrado) de Ar, de modo que produzca la anchura aH [1 44]. Y como el (cuadrado)
de Ar es igual a los (cuadrados) de AB, Bry el doble del (rectdngulo comprendido) por
AB, Br [I1 4], apliquese ahora a AE el (rectangulo) e igual a los (cuadrados) de AB, Br;
entonces el (rectangulo) restante oz es igual al doble del (rectangulo comprendido)
por AB, Br. Y como cada una de las (rectas) A, Br es medial, entonces los (cuadrados)
de AB, Br son también mediales. Pero se ha supuesto que el doble del (rectangulo
comprendido) por AB, Br es también medial. Y o es igual a los (cuadrados) de AB, Br,
mientras que ze es igual al doble del (rectangulo comprendido) por AB, Br; entonces
cada uno de los (rectangulos) e, ez es medial. Y se han aplicado a la (recta)
expresable ag; luego cada una de las (rectas) ae, oH es expresable e inconmensurable
en longitud con ae [X 22]. Asi pues, dado que AB es inconmensurable en longitud con
BI, Y que, como AB es a Br, asi el (cuadrado) de AB al (rectangulo comprendido) por AB,
Br; entonces el (cuadrado) de AB es inconmensurable con el (rectangulo comprendido)
por AB, Br [X 11]. Pero la suma de los (cuadrados) de AB, Br es conmensurable con
el (cuadrado) de aB [X 15], y el doble del (rectangulo comprendido) por AB, Br es
conmensurable con el (rectangulo comprendido) por AB, Br [X 6]. Por tanto, la suma
de los (cuadrados) de AB, Br es inconmensurable con el doble del (rectangulo
comprendido) por AB, Br [X 13]. Pero Eo es igual a los (cuadrados) de AB, Br, y oz es
igual al doble del (rectangulo comprendido) por AB, Br. Luego Ee es inconmensurable
con ez; de modo que ae es también inconmensurable en longitud con eH [VI 1].



Entonces ae, oH son expresables conmensurables solo en cuadrado. De modo que aH
no es expresable [X 36]. Pero aE es expresable; y el rectdngulo comprendido por una
(recta) no expresable y una expresable no es expresable [X 20]; entonces el area az
no es expresable, y el lado del cuadrado igual a ella no es expresable [X Def. 4]. Pero
Ar es el lado del cuadrado igual a az; por consiguiente Ar no es expresable; Ilamesela
segunda bimedial. Q. E. D.
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Proposicion 39

Si se suman dos rectas inconmensurables en cuadrado que hagan la suma de
sus cuadrados expresable y el (rectangulo comprendido) por ellas medial; la (recta)
entera no es expresable; llamesela «mayor».

Stmense pues las dos rectas A, Br inconmensurables en cuadrado que cumplan
las condiciones propuestas [X 33].

Digo que Ar no es expresable.

Pues como el (rectangulo comprendido) por AB, Br es medial, el doble del
(rectdngulo comprendido) por AB, Br es medial [X 6 y 23 Por.]. Pero la suma de los
(cuadrados) de AB, Br es expresable; entonces el doble del (rectangulo comprendido)
por AB, BI es inconmensurable con la suma de los (cuadrados) de AB, Br; de modo que
los (cuadrados) de AB, Br junto con el doble del (rectangulo comprendido) por AB, Br,
que es precisamente el cuadrado de Ar también es inconmensurable con la suma de los
(cuadrados) de AB, Br [X 16]. Por consiguiente, el (cuadrado) de Ar no es expresable;
de modo que Ar tampoco es expresable [X Def. 4]; llamesela «mayor». Q. . 0.2,
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Proposicion 40

Si se suman dos rectas inconmensurables en cuadrado que hagan la suma de sus
cuadrados medial y el (rectangulo comprendido) por ellas expresable, la (recta)
entera no es expresable; lldmesela lado del cuadrado equivalente a un area
expresable méas un area medial.

Sumense, pues, las dos rectas AB, B inconmensurables en cuadrado que cumplan
las condiciones propuestas [X 34].
Digo que Ar no es expresable.
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Pues como la suma de los cuadrados de AB, Br es medial, el doble del (rectangulo
comprendido) por AB, Br es expresable, entonces la suma de los (cuadrados) de AB,
Br es inconmensurable con el doble del (rectangulo comprendido) por AB, Br [X 16].
De modo que también el (cuadrado) de Ar es inconmensurable con el doble del
(rectdngulo comprendido) por AB, Br. Pero el doble del (rectangulo comprendido) por
AB, Br es expresable; luego el cuadrado de Ar no es expresable. Por tanto, Ar no es
expresable; llAmesela lado del cuadrado equivalente a un &rea expresable mas un area
medial. Q. . p.3L.



Proposicion 41

Si se suman dos rectas inconmensurables en cuadrado que hagan la suma de
sus cuadrados medial y el (rectangulo comprendido) por ellas también medial e
inconmensurable ademas con la suma de sus cuadrados, entonces la (recta) entera
no es expresable; lldmesela lado del cuadrado equivalente a la suma de dos areas
mediales.

Sumense, pues, las dos rectas AB, B inconmensurables en cuadrado que cumplan
las condiciones propuestas [X 35].

Digo que Ar no es expresable.

Pdngase la recta expresable aAE y apliquese a A€ el (rectangulo) az igual a los
(cuadrados) de AB, Bry el (rectangulo) He igual al doble del (rectangulo comprendido)
por AB, Br; entonces el (rectangulo) entero ae es igual al (cuadrado) de Ar [I1 4] y
como la suma de los (cuadrados) de AB, Br es medial y es igual a az, entonces Az es
medial. Y se ha aplicado a la (recta) expresable ag; luego aH es también expresable e
inconmensurable en longitud con ae [X 22]. Por lo mismo, HK es también expresable e
inconmensurable en longitud con Hz, es decir, con AE. Y como los (cuadrados) de AB,
BIr son inconmensurables con el doble del (rectangulo comprendido) por AB, Br, AZ €S
inconmensurable con He; de manera que aH también es inconmensurable con HK [VI
1, X 11]. Y son expresables; entonces aH, HK son conmensurables solo en cuadrado;
luego ak, la llamada binomial, no es expresable [X 36]. Pero AE es expresable;
entonces el (rectangulo) ae no es expresable, y el lado del cuadrado igual a él no es
expresable [X Def. 4]. Pero Ar es el lado del cuadrado igual a ea. Por tanto, Ar no es
expresable; llAmesela lado del cuadrado equivalente a la suma de dos areas mediales.
Q.E. D.22,
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Y que las antedichas rectas no expresables se dividen de una sola manera en las
rectas de las que se componen dando lugar a los tipos propuestos lo demostraremos
enseguida, después de adelantar el siguiente lema.

Pdngase una recta AB y cortese la (recta) entera en partes desiguales por cada uno
de los puntos r, A; y supdngase que Ar €s mayor que AB.

Digo que los cuadrados de Ar, rs son mayores que los cuadrados de Aa, AB.

Dividase, pues, AB en dos partes iguales por el (punto) E. Y como Ar es mayor
que AB, quitese de ambos ar; entonces la (recta) restante Aa es mayor que la (recta)
restante ra. Pero AE es igual a EB; entonces AE es menor que er; luego los (puntos) r, A
no estan a igual distancia del punto de biseccion. Y como el (rectdngulo comprendido)
por Ar, re junto con el (cuadrado) de er es igual al (cuadrado) de eB [Il 5], mientras
que el (rectdngulo comprendido) por Aa, aB junto con el (cuadrado) de A€ es igual al
(cuadrado) de e [id.], entonces el (rectdngulo comprendido) por Ar, rs junto con el
(cuadrado) de er es igual al (rectangulo comprendido) por Aa, aB junto con el
(cuadrado) de aEg; de los cuales el (cuadrado) de aE es menor que el (cuadrado) de er;
luego el (rectangulo) restante (comprendido) por Ar, ra es menor que el (rectangulo
comprendido) por Aa, AB. De modo que el doble del (rectangulo comprendido) por
Ar, rB es también menor que el doble del (rectangulo comprendido) por Aa, AB.
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Por consiguiente, el resto, la suma de los (cuadrados) de Ar, rs es mayor que la
suma de los (cuadrados) de Aa, AB. Q. E. D. 33,

Proposicion 42

La recta binomial se divide en sus términos por un sélo punto.

Sea dividida en sus términos la (recta) binomial AB por el (punto) r; entonces Ar,
rB son (rectas) expresables conmensurables sélo en cuadrado [X 36].

Digo que AB no se divide por otro punto en dos rectas expresables conmensurables
solo en cuadrado.

T A




Pues, si es posible, dividase también por el (punto) a, de modo que Aa, AB sean
(rectas) expresables conmensurables sélo en cuadrado. Entonces queda claro que Ar
no es la misma que aB. Pues, si es posible, séalo. Entonces Aa serd también la misma
que re; y COMO Ar es a B, asi serd Ba a AA, AB resultara dividida también por el punto
A de la misma manera que por el punto r; lo cual precisamente se ha supuesto que
no. Luego Ar no es la misma que aB. Por eso los puntos r, A tampoco estan a igual
distancia del punto de biseccion. Luego en aquello en lo que los (cuadrados) de Ar, rs
difieren de los (cuadrados) de Aa, aB, en eso difieren también el doble del (rectangulo
comprendido) por Aa, aB del doble del (rectdngulo comprendido) por Ar, ra, porque,
tanto los (cuadrados) de Ar, re junto con el doble del (rectangulo comprendido) por Ar,
rB, como los (cuadrados) de Aa, aB junto con el doble del (rectdngulo comprendido)
por Aa, AB son iguales al (cuadrado) de AB [I14]. Pero los (cuadrados) de Ar, ra difieren
de los (cuadrados) de Aa, AB en un area expresable; pues ambos son expresables;
luego el doble del (rectangulo comprendido) por Aa, aB también difiere del doble del
(rectangulo comprendido) por Ar, rB en un area expresable, ain siendo medial [X
21]; lo cual es absurdo; porque un (area) medial no excede a otra (area) medial en un
(&rea) expresable [X 26].

Por consiguiente, la recta binomial no se divide por diferentes puntos; luego se
divide por uno solo. Q. E. D.

Prorosicion 43

La recta primera bimedial se divide por un sélo punto.

Seadividida la recta primera bimedial AB por el (punto) r, de modo que Ar, rs sean
(rectas) mediales conmensurables sélo en cuadrado que comprendan un (rectangulo)
expresable [X 37].
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Digo que AB no se divide por otro punto.

Pues, si es posible, dividase también por el (punto) A, de modo que las rectas
AA, AB sean (rectas) mediales conmensurables sélo en cuadrado que contengan un
(rectangulo) expresable. Pues como en aquello en que difiere el doble del (rectangulo
comprendido) por Aa, aB, del doble del (rectangulo comprendido) por Ar, I, en eso
difieren los (cuadrados) de Ar, re de los (cuadrados) de Aa, aB, mientras que el doble
del (rectangulo comprendido) por Aa, aB difiere del doble del (rectangulo
comprendido) por Ar, rB en un (&rea) expresable, porque ambas son expresables,
entonces los (cuadrados) de Ar, rs difieren también de los (cuadrados) de Aa, AB en
un (area) expresable, aun siendo mediales; lo cual es absurdo [X 26].




Por consiguiente, la (recta) primera bimedial no se divide en sus términos por
diferentes puntos; luego se divide por uno sélo. Q. E. D.

Proposicion 44

La recta segunda bimedial se divide por un sélo punto.

Sea dividida la (recta) segunda bimedial AB por el punto r, de modo que Ar, re
sean (rectas) mediales conmensurables solo en cuadrado que comprendan un
rectdngulo medial [X 38]; entonces queda claro que r no es el punto de biseccion,
porque los segmentos no son conmensurables en longitud.
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Digo que AB no se divide por otro punto.

Pues, si es posible, dividase por el (punto) a, de modo que Ar no sea la misma
que AB, SINO que Ar sea por hipotesis mayor; entonces es evidente que los (cuadrados)
de Aa, aB, segin hemos demostrado mas arriba [Lema] también son menores que los
(cuadrados) de Ar, rB; supdngase que Aa, AB son (rectas) mediales conmensurables
solo en cuadrado que comprendan un (rectangulo) medial. Y pongase la (recta)
expresable ez, y apliquese a Ez un paralelogramo rectangulo, ek, igual al (cuadrado)
de AB; quitese, por otra parte, eH igual a los (cuadrados) de Ar, r; entonces el resto ek
es igual al doble del (rectangulo comprendido) por Ar, r8 [l 4]. Quitese, a su vez, EA
igual a los (cuadrados) de Ar, rB que precisamente se ha demostrado que son menores
que los de Ar, res [Lema]; entonces el (rectangulo) restante mk es también igual al
doble del (rectdngulo comprendido) por Aa, aB. Y como los (cuadrados) de Ar, rs son
mediales, entonces EH es medial. Y se ha aplicado a la (recta) expresable ez, luego e
es expresable e inconmensurable en longitud con ez [X 22]. Por lo mismo, entonces,
oN es también expresable e inconmensurable en longitud con Ez. Y puesto que Ar, rs
son mediales y conmensurables s6lo en cuadrado, entonces Ar es inconmensurable



en longitud con re. Pero, como Ar es a rs, asi el (cuadrado) de Ar es al (rectangulo
comprendido) por Ar, re; entonces el (cuadrado) de Ar es inconmensurable con el
(rectangulo comprendido) por Ar, rs [X 11]: pero los (cuadrados) de Ar, ra son
conmensurables con el (cuadrado) de Ar; porque Ar, rs son conmensurables en
cuadrado [X 15]. Ahora bien, el doble del (rectangulo comprendido) por Ar, rB es
conmensurable con el (rectangulo comprendido) por Ar, re [X 6]. Entonces los
(cuadrados) de Ar, ra son también inconmensurables con el doble del (rectdngulo
comprendido) por Ar, rB [ X 13]. Pero EH es igual a los (cuadrados) de Ar, rs, mientras
que ok es igual al doble del (rectdngulo comprendido) por Ar, rB; luego EH €S
inconmensurable con ek; de modo que Ee es también inconmensurable en longitud
con oN [VI 1; X 11]. Y son expresables; entonces Eo, oN son (rectas) expresables
conmensurables s6lo en cuadrado. Pero si se suman dos rectas expresables
conmensurables solo en cuadrado, la recta entera, la Ilamada binomial, no es
expresable; entonces EN es una (recta) binomial dividida por el (punto) e. Siguiendo el
mismo procedimiento se demostraria que EM, MN son expresables y conmensurables
solo en cuadrado; y EN sera una (recta) binomial dividida por los puntos diferentes
o, M; ahora bien, Ee no es la misma que MmN, porque los (cuadrados) de Ar, rs son
mayores que los (cuadrados) de Aa, AB. Pero los cuadrados de Aa, AB son mayores que
el doble del (rectangulo comprendido) por Aa, aB; luego los (cuadrados) de Ar, rB, es
decir eH, son mucho mayores que el doble del (rectangulo comprendido) por Aa, aB,
es decir, mk; de modo que Eo es también mayor que MN.
Por consiguiente, E6 no es la misma que MN. Q. E. D.

Prorosicion 45

La recta «mayor» se divide por uno y el mismo punto.

Sea dividida la recta «mayor» AB por el (punto) r de modo que Ar, rs sean (rectas)
inconmensurables en cuadrado que hagan la suma de los cuadrados de Ar, rs
expresable, pero el (rectangulo comprendido) por Ar, r8 medial [X 39].



LB

Digo que AB no se divide por otro punto.

Pues, si es posible, dividase también por el (punto) A de modo que Aa, AB sean
(rectas) inconmensurables en cuadrado que hagan la suma se los cuadrados de Aa, AB
expresable, pero el (rectangulo comprendido) por ellas medial. Y como en aquello
en que los (cuadrados) de Ar, rs difieren de los (cuadrados) de Aa, AB, en eso difiere
también el doble del (rectangulo comprendido) por Aa, aB del doble del (rectangulo
comprendido) por Ar, rg, mientras que los (cuadrados) de Ar, rs exceden a los
(cuadrados) de Aa, aB en un (area) expresable, porque ambos son expresables;
entonces el doble del (rectdngulo comprendido) por Aa, aB también excede del doble
del (rectangulo comprendido) por Ar, ra en un (area) expresable, aun siendo mediales;
lo cual es imposible [X 26]. Luego la (recta) «mayor» no se divide por diferentes
puntos. Por consiguiente, se divide s6lo por uno y el mismo punto. Q. E. D.

Prorosicion 46

El lado del cuadrado equivalente a un area expresable mas un area medial se
divide sélo por un punto.

Sea dividido el lado del cuadrado equivalente a un (area) expresable mas un area
medial AB por el punto r, de modo que Ar, re sean (rectas) inconmensurables en



cuadrado que hagan la suma de los (cuadrados) de Ar, r8 medial, y el doble del
(rectangulo comprendido) por Ar, aB expresable [X 40].

A

+ A

LB

Digo que AB no se divide por otro punto.

Pues, si es posible, dividase también por el (punto) a, de modo que Aa, AB sean
(rectas) inconmensurables en cuadrado que hagan la suma de los (cuadrados) de Aa,
AB medial y el doble del (rectdngulo comprendido) por Aa, AB expresable. Pues como
en aquello en que difiere el doble del (rectangulo comprendido) por Ar, ra del doble
del (rectangulo comprendido) por Aa, 2B, en eso difieren también los (cuadrados) de
AA, AB de los (cuadrados) de Ar, rB y el doble del (rectangulo comprendido) por Ar,
rB excede del doble del (rectangulo comprendido) por Aa, AB en un (area) expresable,
entonces los (cuadrados) de Aa, aB también exceden a los (cuadrados) de Ar, ra en
un (&rea) expresable, aun siendo mediales; lo cual es imposible [X 26]. Luego el lado
del cuadrado equivalente a un (area) expresable mas un (area) medial no se divide
por diferentes puntos.

Por consiguiente, se divide por un solo punto. Q. E. D.

Proposicion 47



El lado del cuadrado equivalente a la suma de dos (areas) mediales se divide
por un sélo punto.

Seadividida AB por el punto r, de modo que Ar, ra sean (rectas) inconmensurables
en cuadrado que hagan la suma de los cuadrados de Ar, re8 medial y el (rectangulo
comprendido) por Ar, r8 medial también e inconmensurable con la suma de sus
cuadrados.

i E M © N
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Digo que AB no se divide por otro punto cumpliendo las condiciones propuestas.

Pues, si es posible, dividase por el (punto) A de modo que sea evidente que Ar no
es la misma que aB, sino mayor que Ar por hipotesis.

Y pongase la (recta) expresable ez, y apliquese a ez el (rectangulo) eH igual a los
(cuadrados) de Ar, rB, y el rectdngulo ek igual al doble del (rectangulo comprendido)
por Ar, rB; entonces el (rectangulo) entero ek es igual al cuadrado de A [l 4].
Apliquese, asu vez, aez el (rectdngulo) ea igual a los (cuadrados) de Aa, AB; entonces,
el resto, el doble del (rectdngulo comprendido) por Aa, aB es igual al resto Mk. Y
como se ha supuesto que la suma de los (cuadrados) de Ar, rs es medial, entonces EH
también es medial. Y se ha aplicado a la (recta expresable) Ez. Luego ek es expresable
e inconmensurable en longitud con ez [ X 22]. Por lo mismo, entonces, N es una recta



expresable inconmensurable en longitud con ez. Y como la suma de los (cuadrados)
de Ar, re es inconmensurable con el doble del (rectangulo comprendido) por Ar, rs,
entonces EH es inconmensurable con HN; de modo que Ee es inconmensurable con eN
[VI 1; X 11]. Y son expresables; entonces Eo, ©N son expresables conmensurables
s6lo en cuadrado; luego EN es una (recta) binomial dividida por el (punto) e [X 36].
De manera semejante demostrariamos que también se divide por el (punto) m. Ahora
bien, Ee no es la misma que MN; entonces una (recta) binomial se ha dividido por dos
puntos diferentes; lo cual es absurdo [X 42]. Luego el lado del cuadrado equivalente
a la suma de dos (areas) mediales no se divide por dos puntos diferentes.
Por consiguiente, se divide por uno sélo.

SEGUNDAS DEFINICIONES®*

1. Dada unarecta expresable y otra binomial dividida en sus términos, de forma que el
cuadrado del término mayor sea mayor que el cuadrado del (término) menor
en el (cuadrado) de una recta conmensurable en longitud con él (el mayor); si
el término mayor es conmensurable en longitud con la recta expresable dada,
[lamese (la recta entera) primera binomial.

2. Y si el término menor es conmensurable en longitud con la (recta) expresable,
[lamese (la recta entera) segunda binomial.

3. Pero si ninguno de los términos es conmensurable en longitud con la recta
expresable dada, lldmese (la recta entera) tercera binomial.

4. Si el cuadrado del término mayor es, a su vez, mayor (que el del menor) en el
cuadrado de una (recta) inconmensurable en longitud con el mayor, entonces,
si el término mayor es conmensurable en longitud con la (recta) expresable
dada, Ilamese (la recta entera) cuarta binomial.

. Pero si (lo es) el menor, quinta.

.Y si ninguno de los dos, sexta.

o O

Prorosicion 48

Hallar una recta primera binomial

Pdnganse dos numeros Ar, re de modo que su suma AB guarde con Br la razon
que un namero cuadrado guarda con un numero cuadrado, pero no guarde con ra la
razon que un numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado [Lema 1 después de
X 28]. Y pbdngase una recta expresable a, y sea la recta ez conmensurable en longitud
con A. Entonces Ez es tambien expresable. Y como el nimero BA es al niUmero Ar, sea
asi el cuadrado de ez al cuadrado de zH [X 6 Por.]. Pero AB guarda con Ar la razon
que un namero guarda con un nimero; entonces el cuadrado de ez guarda también



con el cuadrado de zH la razén que un nimero guarda con un nimero; de modo que el
(cuadrado) de ez es conmensurable con el (cuadrado) de zH [ X 6]. Y Ez es expresable,
luego zH es también expresable. Ahora bien, dado que BA no guarda con Ar la razon
que un namero cuadrado guarda con un numero cuadrado, entonces el cuadrado de
Ez tampoco guarda con el cuadrado de zH la raz6n que un ndmero cuadrado guarda
con un namero cuadrado. Luego Ez es inconmensurable en longitud con zH [X 9].
Entonces Ez, zH son (rectas) expresables conmensurables s6lo en cuadrado. Luego EH
es binomial [X 36].

A} ~{ O |

Digo que también es primera.

Pues, dado que como el nimero BA es al (nimero) Ar, asi el (cuadrado) de ez
al (cuadrado) de zH, y que BA es mayor que Ar, entonces, el (cuadrado) de ez es
también mayor que el (cuadrado) de zH. Sean, pues, los (cuadrados) de zH, e iguales al
(cuadrado) de Ez. Y dado que, como BA es a Ar, asi el (cuadrado) de ez al (cuadrado)
de zH, entonces, por conversion, como AB es a Br, asi el (cuadrado) de ez al (cuadrado)
de @ [V 19 Por.]. Pero AB guarda con Br la razon que un nimero cuadrado guarda
con un ndmero cuadrado; entonces el (cuadrado) de ez guarda con el (cuadrado) de
o la razén que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado. Luego Ez es
conmensurable en longitud con e [X 9]; por tanto, el cuadrado de ez es mayor que el
(cuadrado) de zH en el cuadrado de una (recta) conmensurable con ella (ez). Y Ez, zH
son (rectas) expresables, y ez es conmensurable en longitud con a.

Por consiguiente EH es una primera binomial. Q. E. D.

Prorosicion 49

Hallar una (recta) segunda binomial.

Pdnganse dos numeros Ar, re de modo que su suma AB guarde con Br la razon
que un namero cuadrado guarda con un numero cuadrado, pero no guarde con Ar la



razén que un numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado, y péngase la recta
expresable A, y sea la recta ez conmensurable en longitud con a; entonces Ez es
expresable. Y hégase de forma que, como el nimero ra es al nimero AB, sea asi
el (cuadrado) de ez al (cuadrado) de zH [X 6 Por.]; entonces el (cuadrado) de ez es
conmensurable con el cuadrado de zH [X 6]. Luego zH es expresable. Ahora bien,
dado que el nimero ra no guarda con el (nimero) AB la razén que un nimero cuadrado
guarda con un nimero cuadrado, ni el cuadrado de ez guarda con el (cuadrado) de
zH la razén que un nimero cuadrado guarda con un numero cuadrado; entonces Ez
es inconmensurable en longitud con zH [X 9]; luego Ez, zH son (rectas) expresables
conmensurables sélo en cuadrado; por tanto, EH es binomial.

L H

Hay que demostrar ahora que también es segunda.

Pues, dado que, por inversion, como el nimero BA es al (nimero) Ar, asi el
(cuadrado) de Hz al (cuadrado) de ze, mientras que BA es mayor que Ar; entonces el
cuadrado de Hz es mayor que el (cuadrado) de zE.

Sean los (cuadrados) de ez, e iguales al (cuadrado) de Hz; entonces, por
conversion, como AB es a Br, asi el (cuadrado) de zH al (cuadrado) de o [V 19 Por.].
Pero AB guarda con Br la razén que un ndmero cuadrado guarda con un ndmero
cuadrado; luego el (cuadrado) de zH guarda también con el (cuadrado) de o la razén
que un ndmero cuadrado guarda con un numero cuadrado. Por tanto, zH es
conmensurable en longitud con e [X 9]; de modo que el cuadrado de zH es mayor que
el cuadrado de ze en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (zH). Ahora
bien, zH, zE son (rectas) racionales conmensurables sélo en cuadrado, y el término
menor ez es conmensurable en longitud con la (recta) expresable dada a.



Por consiguiente, EH es una segunda binomial. Q. E. D.

Proposicion 50

Hallar una (recta) tercera binomial.

Pdnganse dos numeros Ar, re de modo que su suma AB guarde con Br la razon
que un namero cuadrado guarda con un numero cuadrado, pero no guarde con Ar la
razon que un numero cuadrado guarda con un numero cuadrado. Péngase otro niUmero
cualquiera a, que no sea cuadrado y que no guarde con ninguno de los nimeros BA,
Ar la razén que un numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; pongase una
recta expresable £ y hagase de forma que, como a es a AB, sea asi el (cuadrado) de E
al cuadrado de la (recta) zH [X 6 Por.]. Entonces, el cuadrado de E es conmensurable
con el (cuadrado) de zH [X 6]. Ahora bien, E es una (recta) expresable; luego zH es
también expresable. Y dado que a no guarda con AB la razon que un nimero cuadrado
guarda con un numero cuadrado, ni el cuadrado de e guarda con el (cuadrado) de
zH la razon que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado, entonces E es
inconmensurable en longitud con zH [X 9]. Hagase de forma que, como el nimero
BA es al (nUmero) Ar, sea asi, a su vez, el (cuadrado) de zH al (cuadrado) de He [X
6 Por.]; entonces el (cuadrado) de zH es conmensurable con el (cuadrado) de He [X
6]. Pero zH es una (recta) expresable; entonces Ho es también expresable. Y dado
que BA Nno guarda con Ar la razén que un nimero cuadrado guarda con un nimero
cuadrado, el (cuadrado) de zH tampoco guarda con el (cuadrado) de eH la razén que un
nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado. Entonces zH es inconmensurable
en longitud con eH [X 9]. Luego zH, He son (rectas) expresables conmensurables s6lo
en cuadrado; por tanto, ze es binomial [X 36].

A

Digo que también es tercera.

Asi pues, dado que como A es a AB, asi el (cuadrado) de E es al (cuadrado) de zH,
mientras que, COmMo BA es a Ar, asi el (cuadrado) de zH al (cuadrado) de He, entonces,
por igualdad, como a es a Ar, asi el (cuadrado) de E al (cuadrado) de He [V 22]. Pero a



no guarda con Ar la razon que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado;
entonces el (cuadrado) de e tampoco guarda con el cuadrado de He la razon que un
namero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; luego E es inconmensurable en
longitud con He [X 9]. Ahora bien, dado que, como BA es a Ar, asi el (cuadrado) de
zH al (cuadrado) de He, entonces el (cuadrado) de zH es mayor que el (cuadrado) de
He. Pues bien, sean los (cuadrados) de He, K iguales al (cuadrado) de zH; entonces,
por conversion, como AB es a Br, asi el (cuadrado) de zH al (cuadrado) de k [V 19
Por.]. Pero AB guarda con Br la razon que un nimero cuadrado guarda con un nimero
cuadrado; entonces el (cuadrado) de zH guarda con el (cuadrado) de K la razon que
un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; luego zH es conmensurable en
longitud con k [X 9]. Por tanto, el cuadrado de zH es mayor que el cuadrado de He
en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (zH). Y zH, Ho son (rectas)
expresables conmensurables sélo en cuadrado, y ninguna de ellas es conmensurable
en longitud con E.
Por consiguiente, zo es una tercera binomial. Q. E. D.

Proposicion 51

Hallar una (recta) cuarta binomial.

Pdénganse dos numeros Ar, rB de modo que AB no guarde ni con Br, ni con Ar
la razén que un numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado. Pongase la recta
expresable A y sea la (recta) ez conmensurable en longitud con a; entonces ez es
expresable. Y hagase de forma que, como el nimero BA es al (nimero) Ar, sea asi
el (cuadrado) de ez al (cuadrado) de zH [X 6 Por.]. Entonces el (cuadrado) de ez es
conmensurable con el (cuadrado) de zH [X 6]. Luego zH es también expresable. Y
dado que BA no guarda con Ar larazon que un nimero cuadrado guarda con un niUmero
cuadrado, ni el (cuadrado) de ez guarda con el (cuadrado) de zH la razén que un
numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; entonces Ez es inconmensurable
en longitud con zH [X 9]. Luego Ez, zH son (rectas) expresables conmensurables s6lo
en cuadrado; de modo que EH es binomial.



LH

Digo ahora que también es cuarta.

Pues, dado que como BA es a Ar, asi el (cuadrado) de ez al (cuadrado) de zH,
entonces el (cuadrado) de ez es mayor que el (cuadrado) de zH. Pues bien, sean los
(cuadrados) de zH, o iguales al (cuadrado) de Ez; entonces, por conversion, como
el nimero AB es al (nimero) Br, asi el (cuadrado) de ez al (cuadrado) de e [V 19
Por.]. Pero AB no guarda con Br la razén que un nimero cuadrado guarda con un
numero cuadrado; entonces el (cuadrado) de ez tampoco guarda con el (cuadrado) de
o la razén que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado. Luego Ez es
inconmensurable en longitud con e [X 9]. Por tanto, el cuadrado de Ez es mayor que
el de Hz en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (Ez). Ahora bien, Ez,
zH son (rectas) expresables conmensurables s6lo en cuadrado, y Ez es conmensurable
en longitud con a.

Por consiguiente, EH es una cuarta binomial. Q. E. D.

Prorosicion 52



Hallar una (recta) quinta binomial.

Pbnganse dos nimeros Ar, e de modo que AB no guarde con ninguno de ellos la
razén que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; pongase una (recta)
expresable cualquiera a, y sea la (recta) Ez conmensurable con a; entonces Ez es
expresable. Hagase de forma que como rA es a AB, sea asi el (cuadrado) de ez al
(cuadrado) de zH [X 6 Por.]. Pero ra no guarda con AB la razon que un ndmero
cuadrado guarda con un ndmero cuadrado; entonces el (cuadrado) de ez tampoco
guarda con el (cuadrado) de zH la razén que un nimero cuadrado guarda con un
nimero cuadrado. Luego Ez, zH son (rectas) expresables conmensurables solo en
cuadrado [X 9]. Por tanto, EH es binomial [X 36].

=k 5 +E
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Digo ahora que también quinta.

Pues, dado que, como rA es a AB, asi el (cuadrado) de ez al (cuadrado) de zH,
entonces, por inversion, como BA es a Ar, asi el (cuadrado) de zH al (cuadrado) de
ze. Luego el (cuadrado) de Hz es mayor que el (cuadrado) de ze. Pues bien, sean
los (cuadrados) de Ez, e iguales al (cuadrado) de Hz; entonces, por conversion, como
el nimero AB es al (nimero) Br, asi el (cuadrado) de Hz al (cuadrado) de o [V 19
Por.]. Pero AB no guarda con Br la razén que un nimero cuadrado guarda con un
nimero cuadrado; entonces el (cuadrado) de zH tampoco guarda con el (cuadrado)
de e la razén que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado. Luego zH
es inconmensurable en longitud con e [X 9]; de modo que el (cuadrado) de zH es
mayor que el (cuadrado) de ze en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con



ella (zH). Y Hz, zE son (rectas) expresables conmensurables sélo en cuadrado, v el
término menor ez es conmensurable en longitud con la recta expresable dada a.
Por consiguiente, EH es una quinta binomial. Q. E. D.

Proposicion 53

Hallar una (recta) sexta binomial.

Pdénganse dos nimeros Ar, ra, de modo que AB no guarde con ninguno de ellos la
razon que un numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; y haya también otro
nlimero A que no sea cuadrado y no guarde con ninguno de los (nimeros) BA, Ar la
razon que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; pongase una (recta)
expresable E, y hagase de forma que, como A es a AB, sea asi también el (cuadrado)
de E al (cuadrado) de zH [X 6 Por.]; entonces el (cuadrado) de E es conmensurable
con el (cuadrado) de zH [X 6]. Ahora bien, E es expresable; luego zH es también
expresable. Y como a no guarda con AB la razon que un nimero cuadrado guarda con
un namero cuadrado, entonces el (cuadrado) de e tampoco guarda con el (cuadrado)
de zH la razon que un namero cuadrado guarda con un numero cuadrado; luego E es
inconmensurable en longitud con zH [X 9]. Ademas hagase de forma que, como BA
es a Ar, asi, a su vez, el (cuadrado) de zH al (cuadrado) de He [X 6 Por.]; entonces el
(cuadrado) de zH es conmensurable con el (cuadrado) de eH; luego el (cuadrado) de
©H es expresable; por tanto, eH es expresable. Y puesto que BA no guarda con Ar la
razon que un nimero cuadrado guarda con un namero cuadrado, ni el (cuadrado) de
zH guarda con el (cuadrado) de He la razon que un nimero cuadrado guarda con un
numero cuadrado, entonces zH es inconmensurable en longitud con He [X 9]. Luego
ZH, He son (rectas) expresables conmensurables solo en cuadrado. Por tanto, ze es
binomial [X 36].



Lo

Hay que demostrar ahora que también es sexta.

Pues bien, dado que como a es a AB, asi el (cuadrado) de E al (cuadrado) de zH,
pero también, como BA es a Ar, asi el (cuadrado) de zH al (cuadrado) de He, entonces,
por igualdad, como a es a Ar, asi el (cuadrado) de E al (cuadrado) de He [V 22].
Pero A no guarda con Ar la razén que un nimero cuadrado guarda con un nimero
cuadrado, entonces el (cuadrado) de E no guarda con el (cuadrado) de He la razon que
un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; luego E es inconmensurable en
longitud con He [X 9]. Pero se ha demostrado que es también inconmensurable con
ZH; entonces cada una de las (rectas) zH, He es inconmensurable en longitud con E.
Y dado que, como BA €s a Ar, asi el (cuadrado) de zH al (cuadrado) de He, entonces
el (cuadrado) de zH es mayor que el (cuadrado) de He. Sean, pues, los cuadrados
de He, K iguales al (cuadrado) de zH; entonces, por conversion, como AB €S a Br,
asi el (cuadrado) de zH al (cuadrado) de k [V 19 Por.]. Pero AB no guarda con Br
la raz6n que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; de modo que el



(cuadrado) de zH tampoco guarda con el (cuadrado) de k la raz6n que un ndmero
cuadrado guarda con un numero cuadrado. Luego zH es inconmensurable en longitud
con K [X 9]; entonces el cuadrado de zH es mayor que el de He en el (cuadrado) de una
(recta) inconmensurable con ella (zH). Ahora bien, zH, He son (rectas) expresables
conmensurables s6lo en cuadrado, y ninguna de ellas es conmensurable en longitud
con la recta expresable dada E.

Por consiguiente, zo es una sexta binomial. Q. E. D.

LEmMA
Sean AB, Br dos cuadrados y ponganse de modo que AB esté en linea recta con BE;
entonces zB esta también en linea recta con BH. Complétese el paralelogramo Ar.
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Digo que Ar es un cuadrado y que aH es media proporcional de AB, Br y ademas
Ar es media proporcional de Ar, rB.

Pues como AB es igual a Bz, y BE a BH, entonces la (recta) entera ae es igual a la
(recta) entera zH. Pero A€ es igual a cada una de las (rectas) Ae, Kr, mientras que zH es
igual a cada una de las (rectas) Ak, or [l 34]. Entonces, las (rectas) Ae, Kr son iguales
respectivamente a las (rectas) Ak, er. Luego el paralelogramo Ar es equilatero. Pero
también es rectangular; entonces Ar es un cuadrado.

Y dado que, como zB €S a BH, asi AB a BE, mientras que, COMO zB es a BH, asi AB
a AH, Yy COMO AB €S a BE, asi AH a Br [VI 1], entonces también, como AB es a AH, asi
AH a Br [V 11]; luego aH es media proporcional de AB, Br.

Digo ahora que ar es también media proporcional de Ar, rs.

Pues, dado que, como AA es a AK, asi KH a Hr, porque son iguales respectivamente,
Y, por composicion, COmo AK es a Ka, asi Kr es a rH [V 18], mientras que, como AK
€S a Ka, asi Ar a ra, y como Kr es a rH, asi ar a rs [VI 1], entonces, como Ar es a
Ar, asi también ar a Br [V 11].

Por consiguiente, ar es media proporcional de Ar, rs. (Que es) lo que se ha
propuesto demostrars2.




Proposicion 54

Si un area esta comprendida por una (recta) expresable y una primera binomial,
el lado del cuadrado equivalente al (area) es la (recta) no expresable Ilamada
binomial.

Esté comprendida, pues, el area Ar por la (recta) expresable AB y la primera
binomial Ar.

Digo que el lado del cuadrado equivalente al (area) Ar es la (recta) no expresable
Ilamada binomial.

Pues como Aa es una (recta) primera binomial, dividase en sus términos por el
(punto) E, y sea AE el término mayor. Queda claro, entonces, que AE, EA son (rectas)
expresables conmensurables sélo en cuadrado, y el cuadrado de AE es mayor que el de
Ea en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (AE), y AE es conmensurable
en longitud con la (recta) expresable dada AB [X Segundas definiciones 1]. Dividase,
pues, Ea en dos partes iguales por el punto z. Y como el cuadrado de AE es mayor que
el de ea en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (AE), entonces, si se
aplica a la (recta) mayor AE un (paralelogramo) igual a la cuarta parte del cuadrado de
la menor, es decir, al cuadrado de ez y deficiente en la figura de un cuadrado, la divide
en (partes) conmensurables [X 17]. Apliquese, pues, a AE el (rectangulo comprendido)
por AH, HE igual al cuadrado de Ez; entonces AH es conmensurable en longitud con
EH. Tracense, a partir de los (puntos) H, E, ©, las rectas He, EK, zA paralelas a cada
una de las (rectas) AB, ra; y construyase el cuadrado =N igual al paralelogramo Ae,
y el (cuadrado) nn igual al (paralelogramo) Hk [l 14], y hagase de forma que MN
esté en linea recta con N=; entonces PN esta en linea recta con No. Y complétese el
paralelogramo zn; entonces =n es un cuadrado [Lema]. Y como el (rectangulo
comprendido) por AH, HE es igual al (cuadrado) de Ez, entonces, cOmo AH es a Ez, asi
ZE a EH [VI 17]; luego como Ae es a EA, EA €S a kH [VI 1]; por tanto, EA es media
proporcional de Ae, HK. Pero Ae es igual a =N, y HK es igual a Nn; luego EA es media
proporcional de =N, Nf. Pero mp es media proporcional de los mismos =N, NO [Lema];
luego EA es igual a mp; de modo que también es igual a 0=: pero Ae, HK son iguales a
=N, Nr; entonces el (paralelogramo) entero Ar es igual al (paralelogramo) entero =n,
es decir, al cuadrado de m=; entonces M= es el lado del cuadrado equivalente a Ar.
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Digo que M= es binomial.

Pues como AH es conmensurable con HE, AE es también conmensurable con cada
una de las (rectas) AH, HE [X 15]. Pero se ha supuesto que AE es también
conmensurable con AB; luego AH, HE son conmensurables con AB [X 12]; y AB es
expresable, luego cada una de las (rectas) AH, HE es también expresable; por tanto,
cada uno de los (rectangulos) Ae, Hk es expresable [X 19], y Ae es conmensurable con
HK. Pero Ae es igual a =N y HK a Nr; entonces zN, N, es decir, los cuadrados de MmN,
N= son expresables y conmensurables. Ahora bien, dado que AE es inconmensurable
en longitud con Ea, mientras que AE es conmensurable con AH, y AE es conmensurable
con Ez, entonces AH es inconmensurable con ez [X 13]; de modo que Ae es
inconmensurable con A [V 1; X 11]. Pero Ae es igual a =N, y EA a MP; entonces
sN es inconmensurable con mp. Pero como =N es a MP, ON es a NP [VI 1]; luego oN
es inconmensurable con NP [X 11]. Pero oN es igual a MN, y NP a N=. Luego MN es
inconmensurable con N=. Y el cuadrado de MmN es conmensurable con el (cuadrado)
de N=, y cada uno de ellos es expresable; por tanto MmN, N= son (rectas) expresables
conmensurables sélo en cuadrado.



Por consiguiente, M= es binomial y el lado del cuadrado equivalente a Ar. Q. E. D.

Proposicion 55

Si un area esta comprendida por una (recta) expresable y una segunda binomial,
el lado del cuadrado equivalente al area es la recta no expresable llamada primera
bimedial.

Esté, pues, comprendida el area ABra por la (recta) expresable A y la segunda
binomial Aa.

Digo que el lado del cuadrado equivalente al area Ar es una (recta) primera
bimedial.

Pues como Aa es una (recta) segunda binomial, dividase en sus términos por el
(punto) E, de modo que AE sea el término mayor; entonces AE, Ea son (rectas)
expresables conmensurables sélo en cuadrado, y el cuadrado de AE es mayor que el de
Ea en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (AE), y el término menor Ea
es conmensurable en longitud con AB [X, segundas definiciones, 2]. Dividase Ea en
dos partes iguales por el (punto) z, y apliquese a AE el rectdngulo AHE igual al cuadrado
de ez y deficiente en la figura de un cuadrado. Entonces AH es conmensurable en
longitud con HE [X 17]. Y tracense por los (puntos) H, E, z las (rectas) He, EK, ZA
paralelas a AB, ra, y constriyase el cuadrado =N, igual al paralelogramo Ae, y el
cuadrado nn igual al (paralelogramo) HK, y hagase de modo que MN, N= estén en
linea recta. Entonces PN esta también en linea recta con No. Complétese el cuadrado
=n; queda claro, entonces, a partir de lo demostrado anteriormente, que mp es media
proporcional de =N, Nr Yy es igual a EA y que M= es el lado del cuadrado equivalente
al area Ar. Hay que demostrar ahora que M= es una (recta) primera bimedial. Puesto
que AE es inconmensurable en longitud con Ea, mientras que Ea es conmensurable
con AB, entonces AE es inconmensurable con A [X 13]. Ahora bien, puesto que AH
es conmensurable con EH, AE es conmensurable también con cada una de las (rectas)
AH, HE [X 15]. Pero AE es inconmensurable en longitud con AB; luego AH, HE son
inconmensurables también con AB [X 13]. Por tanto BA, AH, HE (€S decir: BA, AHY BA,
HE) son (pares de) rectas expresables conmensurables sélo en cuadrado®®; de modo
que cada uno de los (rectangulos) Ae, Hk es medial [ X 21]. De manera que cada uno de
los (rectangulos) Ae, Hk es medial [X 21]. De manera que cada uno de los (cuadrados)
=N, N es también medial. Entonces las (rectas) MN, N= son también mediales. Y dado
que AH es conmensurable en longitud con HE, el (rectdngulo) Ae es conmensurable
también con el (rectangulo) Hk [VI 1; X 11], es decir el (cuadrado) de =N con el
(cuadrado) de N, es decir el (cuadrado) de mN con el (cuadrado) de N=. Ahora bien,
como AE es inconmensurable en longitud con Ea, mientras que AE es conmensurable
CON AH, Y EA €S conmensurable con Ez, entonces AH es inconmensurable con ez [X
13]; de modo que el (rectangulo) ae es inconmensurable con el (rectangulo) Ea, es
decir el (cuadrado) =N con el (cuadrado) mp, esto es la (recta) on con la (recta) np [VI



1; X 11]. Es decir, MmN es inconmensurable en longitud con N=. Pero se ha demostrado
que MN, N= son tanto mediales como conmensurables en cuadrado; entonces MN, N=
son (rectas) mediales conmensurables s6lo en cuadrado.
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Digo ademas que comprenden un (rectangulo) expresable.

Pues como se ha supuesto que Ae es conmensurable con cada una de las (rectas)
AB, EZ, entonces Ez lo es también con ek. Y cada una de ellas es expresable. Por tanto,
EA, es decir Mp es expresable [X 19]; pero mp es el rectangulo mn=. Ahora bien, si se
suman dos (rectas) mediales conmensurables s6lo en cuadrado que comprendan un
rectangulo expresable, la (recta) entera no es expresable y se llama primera bimedial
[X 37].

Por consiguiente, M= es una primera bimedial. Q. E. D.



Proposicion 56

Si un area estd comprendida por una (recta) expresable y una tercera binomial,
el lado del cuadrado equivalente al &rea es la (recta) no expresable llamada segunda
bimedial.

Sea, pues, comprendida el area ABra por la (recta) expresable AB y la tercera
binomial Aa dividida por el (punto) E en sus términos, de los cuales el mayor es AE.

A H E Z A
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Digo que el lado del cuadrado equivalente al area Ar es la (recta) no expresable
Ilamada segunda bimedial.



Sigase, pues, la misma construccién de la proposicion anterior. Y como Aa €s
una tercera binomial, entonces AE, Ea son (rectas) expresables conmensurables sélo
en cuadrado, y el cuadrado de AE es mayor que el de Ea en el (cuadrado) de una recta
conmensurable con ella (AE), y ninguno de los (términos) AE, Ea es conmensurable en
longitud con AB [X Segundas Definiciones 3].

De manera semejante a los (teoremas) anteriores demostrariamos que M= es el
lado del cuadrado equivalente al &rea Ar, y MmN, N= son (rectas) mediales
conmensurables sélo en cuadrado; de modo que m= es bimedial.

Hay que demostrar ahora que es también segunda.

Puesto que AE es inconmensurable en longitud con AB, es decir con Ek, mientras
que AE es conmensurable con ez, entonces Ez es inconmensurable en longitud con Ex
[X 13]. Y son expresables; entonces ze, ek son (rectas) expresables conmensurables
s6lo en cuadrado. Luego EA, es decir mp, es medial [X 21], y estd comprendido por
MN, N=; entonces el (rectangulo comprendido) por MmN, N= es medial.

Por consiguiente, M= es una segunda bimedial.

Proposicion 57

Si un &rea esta comprendida por una recta expresable y una cuarta binomial, el
lado del cuadrado equivalente al area es la (recta) no expresable llamada «mayor».

Esté, pues, comprendida el area Ar por la (recta) expresable AB y la cuarta
binomial Aa, dividida por el (punto) E en sus términos, de los cuales sea mayor AE.

Digo que el lado del cuadrado equivalente al area Ar es la (recta) no expresable
Ilamada «mayor».

Pues como Aa es una cuarta binomial, entonces AE, Ea son (rectas) expresables
conmensurables sélo en cuadrado, y el cuadrado de AE es mayor que el de Ea en el
(cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (AE), y AE es conmensurable en
longitud con AB [X segundas definiciones 4]. Dividase aE en dos partes iguales por
el (punto) z, y apliquese a Ae un paralelogramo, el (rectangulo comprendido) por AH,
HE, igual al (cuadrado) de Ez. Entonces AH es inconmensurable en longitud con HE
[X 18]; tracense Ho, EK, zA paralelas a AB, y sigase la misma construccion que en
las proposiciones anteriores; queda claro, entonces, que M= es el lado del cuadrado
equivalente al area Ar.
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Hay que demostrar ahora que M= es la (recta) no expresable llamada «mayor».
Puesto que AH es inconmensurable en longitud con EH, el (rectangulo) Ae es
inconmensurable también con el (rectangulo) HK, es decir el (cuadrado) =N con el
cuadrado NM; entonces MN, N= son inconmensurables en cuadrado. Y como AE es
conmensurable en longitud con AB, AK es expresable [X 19]; y es igual a los
(cuadrados) de MmN, N=; entonces la suma de los (cuadrados) de MmN, N= es también
expresable. Ahora bien, puesto que At es inconmensurable en longitud con AB, es decir
con EK, mientras que AE es conmensurable con Ez, entonces Ez es inconmensurable
en longitud con ek [X 13]. Por tanto, EK, Ez son (rectas) expresables conmensurables
s6lo en cuadrado; luego AE, es decir mp, es medial [X 21]. Y est4d comprendida por
MN, N=; luego el (rectangulo comprendido) por MmN, N= es medial. Y la [suma] de los
(cuadrados) de MmN, N= es expresable, y MN, N= son inconmensurables en cuadrado.
Pero, si se suman dos rectas inconmensurables en cuadrado que hagan la suma de sus



cuadrados expresable y el (rectangulo comprendido) por ellas medial, la recta entera
no es expresable y se llama «mayor» [X 39].

Por consiguiente, M= es la (recta) no expresable llamada «mayor» y es el lado del
cuadrado equivalente al &rea Ar. Q. E. D.

Proposicion 58

Si un area esta comprendida por una (recta) expresable y una quinta binomial,
el lado del cuadrado equivalente al area es la (recta) no expresable llamada lado del
cuadrado equivalente a un area expresable méas un area medial.

Esté, pues, comprendida el area Ar por la (recta) expresable AB y la quinta
binomial Aa dividida en sus términos por el (punto) g, de modo que AE sea el término
mayor.

Digo que el lado del cuadrado equivalente al area Ar es la (recta) no expresable
Ilamada lado del cuadrado equivalente a un area expresable mas un area medial.
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Sigase la misma construccion que en las demostraciones anteriores. Queda claro,
entonces, que M= es el lado del cuadrado equivalente al area Ar.

Hay que demostrar ahora que M= es el lado del cuadrado equivalente a un area
expresable mas un area medial. Pues como AH es inconmensurable con HE [X 18],
entonces Ae es inconmensurable con ek [VI 1; X 11], es decir el cuadrado de MmN
con el cuadrado de N=; entonces MN, N= son inconmensurables en cuadrado. Y como
AA es una quinta bimedial, y el segmento Ea es su segmento menor, entonces Ea es
conmensurable en longitud con AB [X segundas definiciones 5]. Pero AE es
inconmensurable con Ea; entonces AB es también inconmensurable en longitud con
AE [X 13]; luego Ak, es decir la suma de los (cuadrados) de mN, N= es medial [X 21].
Y como AE es conmensurable en longitud con AB, es decir con EK, mientras que AE
es conmensurable con ez, entonces ez es conmensurable con ek [X 12]. Luego EK es
expresable; entonces EA, es decir Mp, esto es el (rectangulo) mn= es también expresable



[X 19]; luego MmN, N= son (rectas) inconmensurables en cuadrado que hacen la suma
de sus cuadrados medial y el (rectdngulo comprendido) por ellas expresable.

Por consiguiente, m= es el lado del cuadrado equivalente a un area expresable
mas un area medial [X 40] y es el lado del cuadrado equivalente al area Ar. Q. E. D.

Proposicion 59

Si un area esta comprendida por una (recta) expresable y una sexta binomial,
el lado del cuadrado equivalente al area es la recta no expresable llamada lado del
cuadrado equivalente a la suma de dos areas mediales.

Esté, pues, comprendida el area Ara por la (recta) expresable AB y la sexta
binomial Aa, dividida en sus términos por el (punto) e de modo que AE sea el término
mayor.

Digo que el lado del cuadrado equivalente al (area) Ar es el lado del cuadrado
equivalente a la suma de dos (areas) mediales.

Sigase la misma construccion que en las demostraciones anteriores. Queda claro,
entonces, que M= es el lado del cuadrado equivalente al (area) Ar y que mMN es
inconmensurable en cuadrado con N=. Y como EA es inconmensurable en longitud
con AB, entonces EA, AB son (rectas) expresables conmensurables sélo en cuadrado;
entonces AK, es decir la suma de los (cuadrados) de MmN, N= es medial [X 21]: puesto
que EA es a su vez inconmensurable en longitud con AB, entonces ze es también
inconmensurable en longitud con ek [X 13]; luego zE, EK son rectas expresables
conmensurables s6lo en cuadrado, por tanto EA, es decir Mp, esto es el (rectdngulo) MmN,
N= es también medial [X 21]. Y como AE es inconmensurable con Ez, AK es también
inconmensurable con A [VI 1; X 11]. Pero Ak es la suma de los (cuadrados) de mn,
N= Y EA es el (rectdngulo) MmN, N=; luego la suma de los (cuadrados) de MN, N= es
inconmensurable con el (rectangulo) MmN, N=. Ahora bien, cada uno de ellos es medial
y las (rectas) MmN, N= son inconmensurables en cuadrado.
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Por consiguiente, M= es el lado del cuadrado equivalente a la suma de dos &reas
mediales [X 41] y el lado del cuadrado equivalente a Ar. Q. E. D.

[LEMA

Si una linea recta se corta en (partes) desiguales, los cuadrados de las (partes)
desiguales son mayores que el doble del rectangulo comprendido por las partes
desiguales.

Sea AB la recta y cortese en partes desiguales por el (punto) r, y sea Ar la mayor.
Digo que los (cuadrados) de Ar, re son mayores que el doble del (rectangulo
comprendido) por Ar, rs.
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Dividase AB en dos partes iguales por el (punto) a. Pues bien, como una linea
recta ha sido cortada en (partes) iguales por el (punto) a y en (partes) desiguales por el
(punto) r, entonces el (rectangulo comprendido) por Ar, ra junto con el (cuadrado) de
ra es igual al (cuadrado) de Aa [11 5]; de modo que el (rectdngulo comprendido) por
Ar, rB es menor que el (cuadrado) de Aa; luego el doble del (rectangulo comprendido)
por Ar, re es menor que el doble del (cuadrado) de Aa. Pero los (cuadrados) de Ar,
rB son el doble de los de aa, ar [11 9].

Por consiguiente, los (cuadrados) de Ar, re son mayores que el doble del
(rectangulo comprendido) por Ar, r8. Q. E. D]

Proposicion 60

El cuadrado de una binomial aplicado a una recta expresable produce como
anchura una primera binomial.

Sea la (recta) binomial AB dividida en sus términos por el (punto) r de modo
que Ar sea el término mayor; y péngase la (recta) expresable ag, y apliquese a A€ el
(paralelogramo) aezH igual al cuadrado de AB y que produzca la anchura aH.

Digo que aH es una primera binomial.

Pues apliquese a AE el (rectdngulo) ae igual al (cuadrado) de Ar, y el (rectangulo)
KA igual al (cuadrado) de Br; entonces el resto, el doble del (rectangulo comprendido)
por Ar, ra es igual a mz. Dividase la (recta) mH en dos partes iguales por el (punto)



N y trdcese N= paralela [a cada una de las (rectas) ma, Hz]. Entonces cada uno de
los (rectangulos) m=, Nz es igual a una vez el (rectangulo) Ar, re. Y como AB es
una binomial dividida en sus términos por el (punto) r, entonces Ar, ra son (rectas)
expresables conmensurables sélo en cuadrado [X 36]; luego los (cuadrados) de Ar, re
son expresables y conmensurables entre si; de modo que la suma de los (cuadrados)
de Ar, rB es también expresable [X 15]. Y es igual a an. Entonces aa es también
expresable. Y se ha aplicado a la (recta) expresable ag, luego la (recta) am es
expresable y conmensurable en longitud con ae [X 20]. Puesto que Ar, rs son a su
vez (rectas) expresables conmensurables sélo en cuadrado, entonces el doble del
(rectangulo comprendido) por Ar, rB, es decir mz es medial [X 21]. Y se ha aplicado
a la (recta) expresable mAa; entonces la (recta) mMH es también expresable e
inconmensurable en longitud con mA, es decir con ag [X 22]. Pero ma es también
expresable y conmensurable en longitud con AEg; entonces am es inconmensurable en
longitud con MH [X 13]. Y son expresables; entonces am, MH son (rectas) expresables
conmensurables solo en cuadrado; luego aH es binomial [X 36].
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Hay que demostrar que también es primera.

Pues como el (rectangulo) Ar, re es media proporcional de los (cuadrados de Ar,
rB [Lema después de X 53], entonces M= es también media proporcional de ae, KA;
por tanto, como Ae es a M=, asi M= a KA, es decir, Como AK €S a MN, asi MN a MK
[V1 1]; luego el (rectangulo comprendido) por ak, km es igual al (cuadrado) de MmN
[VI 17]. Y como el (cuadrado) de Ar es conmensurable con el de rs, ae es también
conmensurable con kKA; de modo que la (recta) ak es también conmensurable con la
(recta) km [VI 1; X 11]. Y puesto que los (cuadrados) de Ar, rs son mayores que el
doble del (rectangulo comprendido) por Ar, re [Lema], entonces aa es también mayor
que mz; de modo que am es también mayor que mH [V1 1]. Ahora bien, el (rectangulo
comprendido) por Ak, km es igual al (cuadrado) de MmN, es decir a la cuarta parte del
(cuadrado) de MH, y Ak es conmensurable con kM. Pero si hay dos rectas desiguales,
y se aplica a la mayor un (paralelogramo) igual a la cuarta parte del (cuadrado) de la



menor, deficiente en la figura de un cuadrado y la divide en (partes) conmensurables,
el cuadrado de la mayor es mayor que el de la menor en el (cuadrado) de una (recta)
conmensurable con ella (la mayor) [X 17]; entonces el cuadrado de am es mayor que
el cuadrado de mH en el cuadrado de una (recta) conmensurable con ella (am). Ahora
bien, am, MH son rectas expresables, y am que es el término mayor es conmensurable
en longitud con la (recta) expresable dada AE.

Por consiguiente, aAH es una primera binomial. Q. E. D.

Proposicion 61

El cuadrado de una (recta) primera bimedial, aplicado a una recta expresable,
produce como anchura una segunda binomial.

Sea AB la (recta) primera bimedial dividida en sus mediales por el punto r, de
las cuales Ar es la mayor; pongase la recta expresable ae y apliquese a A un
paralelogramo az igual al (cuadrado) de AB que produzca la anchura aH.

Digo que aH es una segunda binomial.

Sigase, pues, la misma construccion de los (teoremas) anteriores, y como AB es
una primera bimedial dividida por el punto r, entonces Ar, rs son (rectas) mediales
conmensurables s6lo en cuadrado que comprenden un (rectangulo) expresable [X 37];
de modo que los (cuadrados) de Ar, rs son también mediales [X 21]. Luego AA es
también medial [X 15y 23 Por.]. Y se ha aplicado a la recta expresable ag; luego ma
es expresable e inconmensurable en longitud con ae [X 22]. Puesto que el doble del
(rectangulo comprendido) por Ar, rs es a su vez expresable, Mz es también expresable.
Y se ha aplicado a la recta expresable mA; luego MH es también expresable y
conmensurable en longitud con ma, es decir con ae [X 20]; entonces am es
inconmensurable en longitud con mH [X 13]; y son expresables; asi pues, AM, MH son
rectas expresables conmensurables sélo en cuadrado; luego aH es binomial [X 36].
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Hay que demostrar ahora que es también segunda.

Pues como los cuadrados de Ar, ra son mayores que el doble del (rectangulo
comprendido) por Ar, B, entonces aA es también mayor que mz; de modo que am es
también (mayor) que mH [VI 1]. Y puesto que el (cuadrado) de Ar es conmensurable
con el (cuadrado) de rB, ae es también conmensurable con kA; de modo que la (recta)
AK es también conmensurable con kM [VI 1; X 11]. Ahora bien, el (rectangulo
comprendido) por ak, kM es igual al (cuadrado) de mN; por tanto, el cuadrado de am
es mayor que el de mH en el cuadrado de una (recta) conmensurable con ella (am) [X
17]. Y mH es conmensurable en longitud con ae

Por consiguiente aH es una segunda binomial.

Prorosicion 62

El cuadrado de una recta segunda bimedial, aplicado a una recta expresable,
produce como anchura una tercera binomial.

Sea AB la (recta) segunda bimedial dividida en sus mediales por el (punto) r, de
modo que Ar sea el segmento mayor; y sea AE una (recta) expresable, y apliquese a
AE el paralelogramo az igual al cuadrado de AB que produzca como anchura aH.

Digo que aH es una tercera binomial.

Sigase la misma construccion que en las demostraciones anteriores. Y como AB es
una segunda bimedial dividida por el (punto) r, entonces Ar, re son (rectas) mediales
conmensurables sélo en cuadrado que comprenden un (rectangulo) medial [X 38]; de
modo que la suma de los (cuadrados) de Ar, re es también medial [X 15y 23 Por.].
Y es igual a an; luego an es también medial. Y se ha aplicado a la recta expresable
AE; asi pues Ma es también expresable e inconmensurable en longitud con ae [X 22].



Por lo mismo mH es entonces también expresable e inconmensurable en longitud con
MA, €es decir con AE; luego cada una de las (rectas) am, MH es también expresable e
inconmensurable en longitud con ae. Ahora bien, puesto que Ar es inconmensurable
en longitud con re, mientras que, como Ar es a rs, asi el (cuadrado) de Ar al
(rectangulo comprendido) por Ar, rB, entonces, el (cuadrado) de Ar es también
inconmensurable con el (rectangulo) Ar, re [X 11]. De modo que la suma de los
(cuadrados) de Ar, re es también inconmensurable con el doble del (rectangulo) Ar,
rB [X 12y 13], es decir, an con mz; de modo que am es también inconmensurable con
MH [VI 1y X 11]. Y son expresables; por tanto, aH es una binomial [X 36].
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Hay que demostrar ahora que también es tercera.

De manera semejante a los (teoremas) anteriores concluiriamos que am es mayor
que MH, y AK es conmensurable con km. Y el (rectangulo) ak, km es igual al (cuadrado)
de mN; entonces el cuadrado de am es mayor que el de MH en el cuadrado de una (recta)
conmensurable con ella [am]. Y ninguna de las (rectas) am, MH es conmensurable en
longitud con AE.

Por consiguiente, aH es una tercera binomial [X Seg. Def. 3]. Q. E. D.

Prorosicion 63

El cuadrado de una recta «mayor» aplicado a una recta expresable produce
como anchura una cuarta binomial.

Sea AB una recta «mayor» dividida por el (punto) r de modo que Ar sea mayor
que re Yy (sea) AE una (recta) expresable y apliquese a At el paralelogramo az igual al
cuadrado de AB que produzca como anchura aH.
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Digo que aH es una cuarta binomial.

Sigase la misma construccion que en las demostraciones anteriores. Y como AB
es una (recta) «mayor» dividida por el punto r, Ar, ra son (rectas) inconmensurables
en cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados expresable pero el (rectangulo
comprendido) por ellas medial [X 39]. Asi pues, como la suma de los (cuadrados) de
Ar, B €s expresable, entonces an es expresable; luego am es también expresable y
conmensurable en longitud con ae [X 20]. Puesto que el doble del rectangulo
comprendido por Ar, B, es decir Mz, es, a su vez, medial y se ha aplicado a la recta
expresable mA, entonces MH es también expresable e inconmensurable en longitud
con A€ [X 22]; luego am es también inconmensurable en longitud con ae [X 22]; luego
AM es también inconmensurable en longitud con mH [X 13]. Asi pues, aM, MH son
(rectas) expresables conmensurables s6lo en cuadrado; por tanto aH es una (recta)
binomial [X 36].

Hay que demostrar que es también cuarta.

De manera semejante a los (teoremas) anteriores demostrariamos que aM es
mayor que MH, y que el (rectangulo) ak, kwm es igual al (cuadrado) de mN. Asi pues,
como el cuadrado de Ar es inconmensurable con el (cuadrado) de rs, entonces ae es
inconmensurable con kA; de modo que ak es inconmensurable con km [VI 1; X 11].
Pero si hay dos rectas desiguales y se aplica a la mayor un paralelogramo igual a la
cuarta parte del cuadrado de la menor y deficiente en la figura de un cuadrado, y la
divide en partes inconmensurables, entonces el cuadrado de la mayor serd mayor que
el de la menor en el (cuadrado) de una recta inconmensurable en longitud con ella (la
mayor) [X 18]; luego el cuadrado de am es mayor que el de mH en el (cuadrado) de una
(recta) inconmensurable con ella (am). Ahora bien, am, MH son (rectas) expresables
conmensurables s6lo en cuadrado, y am es conmensurable con la (recta) expresable
propuesta AE.

Por consiguiente, AH es una cuarta binomial. Q. E. D.



Proposicion 64

El cuadrado del lado de un area expresable mas una medial aplicado a una recta
expresable produce como anchura una quinta binomial.

Sea AB el lado del cuadrado equivalente a un area expresable mas una medial,
dividido en sus rectas por el (punto) r, de modo que Ar sea la mayor, y pongase la
recta expresable Ag, y apliquese a A€ el paralelogramo az igual al (cuadrado) de AB
que produzca la anchura aH.
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Digo que aH es una quinta binomial.

Sigase la misma construccion que en los (teoremas) anteriores. Pues bien, como
AB, el lado del cuadrado equivalente a un area expresable mas una medial, ha sido
dividido por el (punto) r, entonces Ar, ra son (rectas) inconmensurables en cuadrado
que hacen la suma de sus cuadrados medial y el (rectangulo comprendido) por ellas
expresable [X 40]. Asi pues, como la suma de los (cuadrados) de Ar, ra es medial,
entonces el (area) an es medial; de modo que am es una (recta) expresable e
inconmensurable en longitud con ae [X 22]. Puesto que el doble del (rectangulo) Ar,
B, es decir Mz, es a su vez expresable, entonces MH es también una (recta) expresable
conmensurable con ae [X 20]. Luego am es inconmensurable con mH [X 13]; luego
AM, MH son (rectas) expresables conmensurables s6lo en cuadrado, por tanto aH es
una binomial [X 36].

Digo ahora que también es quinta.

Pues de manera semejante demostrariamos que el (rectangulo) ak, km es igual
al (cuadrado) de MmN, y que ak es inconmensurable en longitud con km; entonces el
cuadrado de am es mayor que el de mH en el (cuadrado) de una (recta)
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inconmensurable con ella [X 18]. Y am, mH son conmensurables s6lo en cuadrado, y
la menor mH es conmensurable en longitud con aE.
Por consiguiente, AH es una quinta binomial. Q. E. D.

Proposicion 65

El cuadrado del lado de la (suma de) dos (areas) mediales, aplicado a una recta
expresable produce como anchura una sexta binomial.

Sea AB el lado del cuadrado equivalente a la (suma de) dos areas mediales,
dividido por el (punto) r, y sea ae una (recta) expresable, y apliquese a At el
(paralelogramo) az igual al cuadrado de AB, que produzca la anchura aH.
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Digo que aH es una sexta binomial.

Sigase pues la misma construccién que en los (teoremas) anteriores. Y como AB,
el lado del cuadrado equivalente a la suma de dos (areas) mediales, se ha dividido por
el (punto) r, entonces Ar, re son (rectas) inconmensurables en cuadrado que hacen la
suma de sus cuadrados medial, el (rectangulo comprendido) por ellas también medial,
y ademas la suma de sus cuadrados inconmensurable con el (rectangulo comprendido)
por ellas [X 41]; de modo que, segun las demostraciones anteriores, cada uno de los
(rectangulos) an, Mz es medial. Y se han aplicado a la (recta) expresable aE; asi pues,
cada una de las (rectas) am, MH es expresable e inconmensurable en longitud con ae [X
22]. Ahora bien, puesto que la suma de los (cuadrados) de Ar, re es inconmensurable
con el doble del (rectangulo comprendido) por Ar, rB, entonces aA es inconmensurable
con Mz. Luego am es inconmensurable con mH [VI 1; X 11]; entonces amM, MH son
(rectas) expresables conmensurables sélo en cuadrado; por tanto, aH es una (recta)
binomial [X 36].



Digo ahora que también es sexta.

Pues de manera semejante demostrariamos a su vez que el (rectangulo) ak, km es
igual al (cuadrado) de MmN, y que Ak es inconmensurable en longitud con km; y por lo
mismo, entonces, el cuadrado de am es mayor que el de mH en el (cuadrado) de una
(recta) inconmensurable en longitud con ella (am). Ahora bien, ninguna de las (rectas)
AM, MH es conmensurable en longitud con la recta propuesta AE.

Por consiguiente, AH es una sexta binomial. Q. E. D

Proposicion 66

Una recta conmensurable en longitud con una binomial es también ella misma
binomial y del mismo orden.

Sea AB la recta binomial y sea ra conmensurable en longitud con AB.
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L 1
1

I Z

Digo que ra es binomial y del mismo orden que AB.

Pues como AB es binomial, dividase en sus términos por el (punto) E, y sea AE
el término mayor; entonces AE, EB son (rectas) expresables conmensurables sélo en
cuadrado [X 36]. Hagase de forma que como AB es a ra, asi AE arz [VI 12]; entonces
la (recta) restante EB es a la (recta) restante za, como AB es a ra [V 19]. Pero AB
es conmensurable en longitud con ra; luego AE es conmensurable también con rz
y EB con za [X 11 ]. Ahora bien, AE, EB son expresables; luego rz, za son también
expresables. Y como AE es arz, eB a za [V 11]. Entonces, por alternancia, como AE
es aEB., rzaza[V 16]. Pero AE, EB son conmensurables sélo en cuadrado; entonces
rz, za son conmensurables s6lo en cuadrado [X 11]. Y son expresables; por tanto ra
es una binomial [X 36].

Digo ademas que es del mismo orden que AB.

Pues el cuadrado de A es mayor que el de EB 0 bien en el (cuadrado) de una
(recta) conmensurable con (AE) o en el de una inconmensurable con ella. Pues bien, si
el cuadrado de AE es mayor que el de es en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable
con ella (Ag), también el cuadrado de rz sera mayor que el de za en el (cuadrado)
de una (recta) conmensurable con ella (rz). Y si AE es conmensurable con la (recta)
expresable propuesta, también rz sera conmensurable con ella [X 12], por eso,
también, cada una de las (rectas) AB, ra es primera binomial, es decir, son del mismo
orden. Pero si EB es conmensurable con la (recta) expresable propuesta, za es también
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conmensurable con ella [X 12], por eso (ra) sera del mismo orden que AB: porque
cada una de ellas serd una segunda binomial [X Seg. Def. 2]. Pero si ninguna de las
(rectas) AE, EB es conmensurable con la (recta) expresable propuesta, ninguna de las
(rectas) rz, za sera conmensurable con ella [X 13] y cada una sera tercera (binomial)
[X Seg. Def. 3]. Pero si el cuadrado de AE es mayor que el de eB en el (cuadrado) de
una (recta) inconmensurable con ella (AE), también el cuadrado de rz es mayor que
el de za en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (rz) [X 14]. Y si AE
es conmensurable con la (recta) expresable propuesta, rz es también conmensurable
con ella; y cada una de ellas es cuarta (binomial) [X Seg. Def. 4]. Pero si (lo es) EB,
también (lo es) za, y cada una de ellas ser& quinta (binomial) [X Seg. Def. 5]. Y si
ninguna de las (rectas) AE, EB es conmensurable con la (recta) expresable propuesta,
tampoco lo es ninguna de las (rectas) rz, za y cada una de ellas seréa sexta (binomial)
[X Seg. Def. 6].

De modo que una (recta) conmensurable en longitud con una binomial es también
ella misma binomial y del mismo orden. Q. E. D.

Prorosicion 67

La recta conmensurable en longitud con una bimedial es también ella misma
bimedial y del mismo orden.

Sea AB una bimedial y sea ra conmensurable en longitud con ella.

Digo que ra es bimedial y del mismo orden que AB.

Pues como AB es una bimedial, dividase en sus mediales por el (punto) g; entonces
AE, EB son rectas mediales conmensurables sélo en cuadrado [X 37 y 38]. Hagase de
forma que como AB €S a ra, AE a rz; entonces la (recta) restante e es a la (recta)
restante za, como AB es a ra [V 19]. Pero AB es conmensurable en longitud con ra;
entonces AE, EB son conmensurables respectivamente con rz, za [X 11]. Pero AE, EB
son mediales; luego rz, za son también mediales [X 23], Y dado que, cOmo AE es a EB,
rz aza [V 11], mientras que AE, EB son conmensurables s6lo en cuadrado, [entonces]
rz, za son conmensurables sélo en cuadrado [X 11]. Pero se ha demostrado también
que son mediales; por tanto ra es bimedial.

Digo ahora que también es del mismo orden que AB.



Pues dado que, como AE es aEB, 'z a za, entonces, como el (cuadrado) de A es al
(rectangulo) AEB, asi el (cuadrado) de rz es al (rectangulo) rza; por alternancia, como
el (cuadrado) de AE es al (cuadrado) de rz, asi el (rectangulo) Aes al (rectangulo) rza
[V 16]. Y el (cuadrado) de AE es conmensurable con el de rz; luego el (rectangulo)
AEB también es conmensurable con el (rectangulo) rza. Asi pues, si el (rectangulo)
AEB es expresable, el (rectdngulo) rza es también expresable [y por eso ra es primera
bimedial] [X 37]. Pero si es medial, medial [X 23 Por.] y cada una de ellas AB, ra
es segunda [X 38].

Por eso ra es del mismo orden que AB. Q. E. D.

Proposicion 68

Una (recta) conmensurable con una (recta) «mayor» es también «mayor»

Sea AB la recta «mayor», y sea ra conmensurable con AB.

Digo que ra es «mayor».

Dividase AB por el (punto) E; entonces AE, EB son (rectas) inconmensurables en
cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados expresable, pero el (rectangulo
comprendido) por ellas medial [X 39]; hagase de la misma forma que en los
(teoremas) anteriores. Dado que, cOmo AB esara, asi AEarzy EB aza, entonces, COmo
AE es arz, asi tambien eB a za [V 11]. Pero AB es conmensurable con ra; luego AE, EB
son conmensurables respectivamente con rz, za [V 11]. Ahora bien, dado que, como
AE esarz,asi EB a za, y por alternancia, como AE es a EB, asi rz a za [V 16], entonces,
por composicion, Como AB €S a BE, asi ra a Az [V 18]; luego como el (cuadrado) de AB
es al (cuadrado) de BE, asi el (cuadrado) de ra al (cuadrado) de az [V1 20]. De manera
semejante demostrariamos que como el (cuadrado) de AB es al (cuadrado) de AE, asi
el (cuadrado) de ra al (cuadrado) de rz. Entonces, como el (cuadrado) de AB es a los
(cuadrados) de AE, EB, asi el (cuadrado) de ra a los (cuadrados) de rz, za. Luego, por
alternancia, como el (cuadrado) de AB es al (cuadrado) de ra, asi los (cuadrados) de AE,
eB alos (cuadrados) de rz, za [V 16]. Pero el (cuadrado) de A es conmensurable con el
cuadrado de ra; entonces los (cuadrados) de AE, EB son también conmensurables con
los (cuadrados) de rz, za. Y los cuadrados de AE, EB juntos son expresables, (entonces)
los (cuadrados) de rz, za juntos son también expresables. Pero, de manera semejante,
el doble del (rectangulo comprendido) por AE, EB es también conmensurable con el
doble del (rectangulo comprendido) por rz, za. Y el doble del (rectangulo
comprendido) por AE, EB es medial; entonces, el doble del (rectangulo comprendido)
por rz, za es medial [X 23 Por.]. Luego rz, za son (rectas) inconmensurables en
cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados expresable, pero el doble del (rectangulo
comprendido) por ellas medial. Por tanto, la recta entera ra es la (recta) no expresable
Ilamada «mayor» [X 39].
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Por consiguiente, una (recta) conmensurable con una «mayor» es «mayors». Q.
E. D.

Proposicion 69

Una recta conmensurable con el lado del cuadrado equivalente a un (area)
expresable mas una medial es ella misma también el lado del cuadrado equivalente
a un (area) expresable mas una medial.

Sea AB el lado del cuadrado equivalente a un (area) expresable méas una medial
y sea ra conmensurable con AB.
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Hay que demostrar que ra es también el lado del cuadrado equivalente a un (area)
medial méas una expresable.

Dividase AB en sus rectas por el (punto) E; entonces AE, EB son (rectas)
inconmensurables en cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados medial y el
rectangulo comprendido por ellas expresable [X 40]; sigase la misma construccion
que en los (teoremas) anteriores. De manera semejante demostrariamos que rz, za
son inconmensurables en cuadrado y que la suma de los (cuadrados) de AE, EB es
conmensurable con la suma de los (cuadrados) de rz, zay el (rectangulo comprendido)
por AE, EB con el (rectangulo comprendido) por rz, za; de modo que la suma de los
(cuadrados) de rz, za es medial y el (rectdngulo comprendido) por rz, za expresable.

Por consiguiente, ra es el lado del cuadrado equivalente a un (&rea) medial méas
una expresable. Q. E. D.

Prorosicion 70

Una (recta) conmensurable con el lado del cuadrado equivalente a la suma dos
(areas) mediales es también ella misma el lado del cuadrado equivalente a la suma
de dos (areas) mediales.

Sea AB el lado del cuadrado equivalente a la suma de dos (areas) mediales y sea
ra conmensurable con AB.

Hay que demostrar que ra es también el lado del cuadrado equivalente a la suma
dos (areas) mediales.



Pues como AB es el lado del cuadrado equivalente a la suma de dos (areas)
mediales, dividase en sus rectas por E; entonces AE, EB son (rectas) inconmensurables
en cuadrado que hacen la suma de sus (cuadrados) medial y el (rectangulo
comprendido) por ellas también medial y ademas la suma de los cuadrados de AE, EB
inconmensurable con el (rectangulo comprendido) por AE, EB [X 41]; sigase la misma
construccion que en los (teoremas) anteriores. De manera semejante demostrariamos
que rz, za son inconmensurables en cuadrado y que la suma de los (cuadrados) de
AE, EB es conmensurable con la suma de los (cuadrados) de rz, za y el (rectangulo
comprendido) por AE, e con el (rectangulo comprendido) por rz, za; de modo que la
suma de los cuadrados de rz, za es medial y el (rectingulo comprendido) por rz, za
es también medial y ademas la suma de los cuadrados de rz, za es inconmensurable
con el (rectdngulo comprendido) por rz, za.
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Por consiguiente, ra es el lado del cuadrado equivalente a la suma de dos (areas)
mediales. Q. E. D.

Proposicion 71

Si se suman un (area) expresable y una medial resultan cuatro (tipos de rectas)
no expresables: o una binomial o una primera bimedial o una «mayor» o el lado del
cuadrado equivalente a un (area) medial mas una expresable.

Sea AB el (area) expresable y ra la medial.



Digo que el lado del cuadrado equivalente al area Aa es o binomial o primera
bimedial o «mayor» o el lado del cuadrado equivalente a un (area) expresable mas
una medial.

Pues AB 0 es mayor que ra 0 es menor. Sea en primer lugar mayor; y pongase
la (recta) expresable ez, y apliquese a ez el rectangulo EH igual a AB que produzca la
anchura ee; y apliquese a ez el rectangulo ei igual a ar que produzca la anchura ex. Y
puesto que AB es expresable y es igual a EH, entonces EH es también expresable y se ha
aplicado a ez produciendo la anchura ee; luego Eo es expresable y conmensurable en
longitud con ez [X 20]. Puesto que ra es, a su vez, medial y es igual a e1, entonces ol
es también medial. Y se ha aplicado a la recta expresable ez produciendo la anchura
oK; luego ok es expresable e inconmensurable en longitud con ez [X 22]. Y como ra
es medial, mientras que AB es expresable, entonces AB es inconmensurable con ra; de
modo que EH es inconmensurable con e1. Pero como EH es a @1, asi e a ek [VI 1];
luego Ee es inconmensurable en longitud con ek [X 11]. Y ambas son expresables;
entonces Eo, oK son (rectas) expresables conmensurables sélo en cuadrado; luego Ek
es una (recta) binomial dividida por el (punto) e [X 36]. Y puesto que AB es mayor
que ra, mientras que AB es igual a EH, y ra (es igual) a e, entonces EH es también
mayor que o1; luego Ee es también mayor que ek. Pues bien, el cuadrado de Eo es
mayor que el de ek o bien en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable en longitud
con (ee) o bien en el de una (recta) inconmensurable con ella.
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En primer lugar, sea mayor en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella
(eE); ahora bien, la mayor, ek, es conmensurable con la recta propuesta ez; entonces
EK es una (recta) primera binomial [X Seg. Def. 1]. Y Ez es expresable; pero si un
area es comprendida por una (recta) expresable y una primera binomial, el lado del
cuadrado equivalente al area es una binomial [X 54]. Asi pues, el lado del cuadrado
equivalente a el es binomial; de modo que el lado del cuadrado equivalente a Aa es
también binomial.

Pero ahora sea el cuadrado de ee mayor que el de ek en el (cuadrado) de una
(recta) inconmensurable con ella (e). Ahora bien, la mayor Ee es conmensurable en
longitud con la (recta) expresable propuesta ez; entonces Ek es una cuarta binomial
[X Seg. Def. 4]. Pero Ez es expresable; y si un area estd comprendida por una (recta)
expresable y una cuarta binomial, el lado del cuadrado equivalente al area es la recta
no expresable Ilamada «mayor» [X 57]. Asi pues el lado del cuadrado equivalente al
area EI es una recta «mayor»; de modo que también el lado del cuadrado equivalente
a AA €S «mayor».

Pero sea ahora AB menor que ra; entonces EH es menor que o1; de modo que E©
es también menor que ek. Pero el cuadrado de ek es mayor que el de Ee o bien en el
cuadrado de una (recta) conmensurable con (oK) o bien en el de una inconmensurable
con ella. En primer lugar sea mayor en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable
en longitud con ella; ahora bien, la menor, ee, es conmensurable en longitud con la
recta propuesta ez; entonces Ek es una segunda binomial [X Seg. Def. 2]. Pero ez es
expresable; y si un area estd comprendida por una (recta) expresable y una segunda
binomial, el lado del cuadrado equivalente al area es una primera bimedial [X 55]; asi
pues, el lado del cuadrado equivalente al area el es una primera bimedial, de modo
que el lado del cuadrado equivalente al area Aa es también una primera bimedial.
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Pero ahora sea el cuadrado de ek mayor que el de ek en el (cuadrado) de una
(recta) inconmensurable con ella (ex). Ahora bien, la recta menor eo es
conmensurable con la (recta) expresable propuesta Ez; entonces EK €S una quinta
binomial [X Seg. Def. 5]. Pero ez es expresable; y si un area estd comprendida por
una (recta) expresable y una quinta binomial, el lado del cuadrado equivalente al &rea
es el lado del cuadrado equivalente a un (area) expresable mas una medial [ X 58]. Por
tanto, el lado del cuadrado equivalente al &rea i es el lado del cuadrado equivalente
a un (area) expresable mas una medial; de modo que el lado del cuadrado equivalente
a Aa es el lado del cuadrado equivalente a un area expresable mas una medial.

Por consiguiente, si se suman un area expresable y una medial, se producen cuatro
(tipos de) rectas no expresables: o una binomial o una primera bimedial o una «mayor»
o el lado del cuadrado equivalente a un (area) expresable mas una medial. Q. E. D.

ProrosiciON 72

Si se suman dos areas mediales inconmensurables entre si, resultan los dos
restantes (tipos de) rectas no expresables: o la segunda bimedial o el lado del
cuadrado equivalente a la suma de dos (areas) mediales.

Sumense pues las dos (areas) mediales inconmensurables entre si AB, ra.



Digo que el lado del cuadrado igual a Aa 0 es una segunda bimedial o es el lado
del cuadrado equivalente a la suma de dos areas mediales.

Pues AB 0 €S mayor 0 €s menor que ra. Sea AB, si se da el caso, en primer lugar,
mayor que ra; y pongase la recta expresable ez, y apliquese a ez el rectangulo EH
igual a AB que produzca la anchura ee, y el (rectangulo) e1 igual a ra que produzca la
anchura ek. Y puesto que cada una de las (areas) AB, ra es medial, entonces cada una
de las (areas) eH, o1 es también medial. Y se han aplicado a la (recta) expresable ze
produciendo las anchuras Ee, ek; asi pues, cada una de las (rectas) Ee, ok es expresable
e inconmensurable en longitud con ez [X 22]. Y puesto que AB es inconmensurable
con ra, y AB es igual a EH, y ra a el, entonces EH es también inconmensurable con
ol. Pero como EH es a e, asi Ee es a ek [VI 1]; entonces Eo es inconmensurable en
longitud con ek [X 11]. Asi pues Ee, ok son (rectas) expresables conmensurables s6lo
en cuadrado; luego ek es binomial [X 36]. Pero el cuadrado de ee es mayor que el
de ok 0 bien en el cuadrado de una (recta) conmensurable con (oK) o bien en el de
una inconmensurable con ella.
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Sea mayor el cuadrado (de oK), en primer lugar, en el cuadrado de una recta
conmensurable en longitud con ella (ek). Ahora bien, ninguna de las (rectas) o, ok es
conmensurable en longitud con la (recta) expresable propuesta ez; entonces Ek es una
tercera binomial [X Seg. Def. 3]. Pero ez es expresable; y si un area esta comprendida
por una (recta) expresable y una tercera binomial, el lado del cuadrado equivalente
al area es una segunda bimedial [X 56]; luego el lado de El, es decir de Aa es una
segunda bimedial.



Pero ahora sea el cuadrado de e mayor que el de ek en el (cuadrado) de una
(recta) inconmensurable en longitud con ella (Ee); ahora bien, cada una de las (rectas)
EO, OK es inconmensurable en longitud con Ez; luego EK es una sexta binomial [X
Seg. Def. 6]. Pero si un area estd comprendida por una (recta) expresable y una sexta
binomial, el lado del cuadrado equivalente al area es el lado del cuadrado equivalente a
la suma de dos (areas) mediales [ X 59]; de modo que el lado del cuadrado equivalente
al area Aa es el lado del cuadrado equivalente a la suma de dos (areas) mediales.

Por consiguiente, si se suman dos areas mediales inconmensurables entre si,
resultan los dos restantes (tipos de) rectas no expresables: o la segunda bimedial o el
lado del cuadrado equivalente a la suma de dos areas mediales.

Las (rectas) binomiales y las no expresables siguientes no son las mismas que
una medial y difieren entre si. Pues el cuadrado de una medial aplicado a una recta
expresable produce como anchura una recta expresable e inconmensurable en
longitud con aquella a la que se ha aplicado [X 22]. Mientras que el (cuadrado) de la
binomial aplicado a una recta expresable produce como anchura la primera binomial
[X 60]. Y el cuadrado de la primera binomial aplicado a una (recta) expresable
produce como anchura la segunda binomial [X 61]. Pero el cuadrado de una segunda
bimedial aplicado a una (recta) expresable produce como anchura la tercera binomial
[X 62].Y el cuadrado de una «mayors» aplicado a una (recta) expresable produce como
anchura la cuarta binomial [X 63]. Mientras que el cuadrado del lado equivalente a
un area expresable mas una medial aplicado a una (recta) expresable produce como
anchura la quinta binomial [X 64]. Pero el cuadrado del lado del cuadrado equivalente
a la suma de dos (areas) mediales aplicado a una (recta) expresable produce como
anchura la sexta binomial [X 65]. Dichas anchuras son diferentes de la primeray entre
si; de la primera porque es expresable, y entre si porque no son del mismo orden. De
modo que las propias (rectas) no expresables también son diferentes entre si.

Proposicion 73

Si se quita de una (recta) expresable otra recta expresable que sea
conmensurable sélo en cuadrado con la (recta) entera, la (recta) restante no es
expresable; Ilamese ap6toma.

Quitese, pues, de la (recta) expresable AB, la recta expresable Br que es
conmensurable sélo en cuadrado con la (recta) entera.

Digo que la (recta) restante Ar es la recta no expresable llamada ap6toma.

Pues como AB es inconmensurable en longitud con Br, y como AB €S a Br, asi
el (cuadrado) de AB al (rectangulo comprendido) por AB, Br, entonces, el (cuadrado)
de AB es inconmensurable con el (rectangulo comprendido) por AB, Br [X 11]. Pero
los (cuadrados) de AB, Br son conmensurables con el (cuadrado) de A [X 15], y el
doble del (rectangulo comprendido) por AB, Br es conmensurable con el (rectangulo



comprendido) por AB, Br [X 6]. Y puesto que los (cuadrados) de AB, Br son iguales
al doble del (rectangulo comprendido) por AB, Br junto con el cuadrado de ra [ll
7], entonces los cuadrados de AB, Br son inconmensurables también con el resto, el
cuadrado de Ar [X 13, 16]. Pero los cuadrados de AB, BI son expresables; por tanto,
AT no es expresable; llamesela apotoma. Q. E. D.%8.
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Proposicion 74

Si de una (recta) medial se quita otra medial que sea conmensurable sélo en
cuadrado con la recta (entera) y que comprenda junto con la recta entera un
(rectdngulo) expresable, la (recta) restante no es expresable; lldmesela primera
ap6toma de una medial.

Quitese, pues, de la (recta) medial AB la (recta) medial Br que es conmensurable
s6lo en cuadrado con AB y produce junto con AB el (rectdngulo) expresable
(comprendido) por AB, Br.

+ B




Digo que la (recta) restante Ar no es expresable; Ilamese primera ap6toma de una
medial.

Pues como AB, Br son mediales, los cuadrados de AB, Br son también mediales.
Pero el doble del (rectangulo comprendido) por AB, Br es expresable; entonces los
cuadrados de AB, Br son inconmensurables con el doble del (rectdngulo comprendido)
por AB, Br; luego el doble del (rectingulo comprendido) por AB, Br es
inconmensurable con el resto, el cuadrado de Ar [l 7]; puesto que, si una magnitud
total es inconmensurable con una de las (magnitudes parciales), también las
magnitudes iniciales seran inconmensurables [X 16]. Pero el doble del (rectangulo
comprendido) por AB, Br es expresable; luego el cuadrado de Ar no es expresable; por
consiguiente Ar no es expresable; llamesela primera apdtoma de una medial.

Proposicion 75

Si de una (recta) medial se quita otra medial que sea conmensurable sélo en
cuadrado con la (recta) entera y que comprenda con la recta entera un rectangulo
medial, la recta restante no es expresable; lldmesela segunda apdtoma de una medial.

Quitese, pues, de la (recta) medial AB, la (recta) rs que es conmensurable s6lo en
cuadrado con la (recta) entera AB y comprende con la (recta) entera AB el (rectangulo)
medial AB, Br [X 28].
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Digo que la (recta) restante Ar no es expresable; Ilamesela segunda apétoma de
una medial.

Pdngase, pues, la recta expresable a1 y apliquese a ai un (paralelogramo) aEe igual
a los (cuadrados) de AB, Br que produzca la anchura aH y apliquese a ri el
(paralelogramo) ae igual al doble del (rectangulo comprendido) por AB, Br que
produzca la anchura az; entonces el resto ze es igual al (cuadrado) de Ar [l 7]: ahora
bien, puesto que los (cuadrados) de AB, Br son mediales y conmensurables, entonces
AE es también medial [X 15y 23 Por.]. Y se ha aplicado a la recta expresable al
produciendo la anchura aH. Por tanto aH es expresable e inconmensurable en longitud
con al [X 22]. Puesto que el (rectangulo comprendido) por AB, Br €s, a su vez, medial,
entonces el doble del (rectangulo comprendido) por AB, Br es también medial [X 23
Por.]. Y es igual a ae; luego ae es también medial. Y se ha aplicado a la (recta)
expresable al produciendo la anchura az; asi pues, Az es expresable e inconmensurable
en longitud con ar [X 22]. Y puesto que AB es conmensurable s6lo en cuadrado con
BI, entonces AB es inconmensurable en longitud con Br; luego el cuadrado de AB es
también inconmensurable con el (rectangulo comprendido) por AB, Br [X 11]. Pero
los (cuadrados) de AB, Br son conmensurables con el (cuadrado) de A [X 15], y el
doble del (rectangulo comprendido) por AB, Br es conmensurable con el (rectangulo
comprendido) por AB, Br [X 6]; entonces el doble del (rectdngulo comprendido) por
AB, B es inconmensurable con los (cuadrados) de AB, Br [X 13]. Pero aE es igual
a los (cuadrados) de AB, Br, mientras que ae es (igual) al doble del (rectangulo
comprendido) por AB, Br; entonces AE es inconmensurable con Ae. Pero como At es



a 2o, asi Ha a az [VI 1]; asi pues Ha es inconmensurable con az [X 11]. Y ambas
son expresables; entonces Ha, Az son (rectas) expresables conmensurables s6lo en
cuadrado; luego zH es apotoma [X 73]. Pero ai es expresable; y el (rectangulo
comprendido) por una (recta) expresable y una no expresable no es expresable
[Deduccion a partir de X 20], y el lado del cuadrado equivalente no es expresable.
Ahora bien, Ar es el lado del cuadrado equivalente a ze; por consiguiente, Ar no es
expresable; llamesela segunda ap6toma de una medial. Q. E. D.

Proposicion 76

Si de una recta se quita otra recta que sea inconmensurable en cuadrado con
la (recta) entera y haga con la (recta) entera la suma de sus cuadrados expresable
y el (rectangulo comprendido) por ellas medial, la recta restante no es expresable;
[lamesela «menor».

Quitese de la recta AB la recta Br que es inconmensurable en cuadrado con la recta
entera y cumple las (condiciones) antedichas [X 33].

Digo que la (recta) restante Ar es la (recta) no expresable llamada «menor».

Pues como la suma de los cuadrados de AB, Br es expresable, y el doble del
(rectangulo comprendido) por AB, Br medial, entonces los (cuadrados) de AB, BI son
inconmensurables con el doble del (rectangulo comprendido) por AB, Br; y por
conversion los (cuadrados) de AB, Br son inconmensurables con el resto, el cuadrado
de Ar [11 7y X 16]. Pero los (cuadrados) de AB, Br son expresables, luego el (cuadrado)
de Ar no es expresable; por consiguiente, Ar no es expresable; lldmesela «menor».
Q.E.D.
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Proposicion 77

Si de una recta se quita otra recta que sea inconmensurable en cuadrado con
la (recta) entera, y que haga, con la recta entera, la suma de sus cuadrados medial,
pero el doble del (rectangulo comprendido) por ellas expresable, la recta restante no
es expresable; llamesela la que hace con un area expresable un area entera medial.

Quitese, pues, de la recta AB la recta Br que es inconmensurable en cuadrado con
AB Yy cumple las (condiciones) antedichas [X 34].
Digo que la (recta) restante Ar es la mencionada recta no expresable.



Pues como la suma de los cuadrados de AB, Br es medial, y el doble del (rectangulo
comprendido) por AB, Br expresable, entonces los (cuadrados) de AB, BI son
inconmensurables con el doble del (rectdngulo comprendido) por AB, Br; luego el
resto, el (cuadrado) de Ar es inconmensurable con el doble del (rectangulo
comprendido) por AB, Br [Il 7 y X 16]. Ahora bien, el doble del (rectangulo
comprendido) por AB, Br es expresable; asi pues el cuadrado de Ar no es expresable;
por consiguiente Ar no es expresable; llamesela la que hace con un éarea expresable
un area entera medial. Q. E. D.
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Proposicion 78

Si de una recta se quita otra recta que sea inconmensurable en cuadrado con la
(recta) enteray que haga junto con la (recta) entera la suma de sus cuadrados medial
y el doble del (rectdngulo comprendido) por ellas medial y ademas sus cuadrados
inconmensurables con el doble del (rectangulo comprendido) por ellas, entonces la
recta restante no es expresable; llamesela la que hace con un (area) medial un (area)
entera medial.

Quitese, pues, de la recta AB la (recta) Br que sea inconmensurable en cuadrado
con AB y que cumpla las condiciones antedichas [X 35].



Digo que la (recta) restante Ar es la (recta) no expresable llamada la que hace con
un (area) medial un (area) entera medial.

Pdngase, pues, la (recta) expresable a1 y apliquese a al el (rectangulo) ae igual a
los (cuadrados) de AB, Br que produzca la anchura aH, y quitese ae igual al doble del
(rectangulo comprendido) por AB, Br. Entonces el (rectangulo) restante ze es igual al
(cuadrado) de Ar [I1 7]; de modo que Ar es el lado del cuadrado equivalente a ze. Ahora
bien, puesto que la suma de los cuadrados de AB, Br es medial y es igual a Ag, entonces
AE es medial. Y se ha aplicado a la (recta) expresable al produciendo la anchura aH;
luego aH es expresable e inconmensurable en longitud con al [X 22]. Puesto que el
doble del (rectangulo comprendido) por AB, Br es, a su vez, medial y es igual a ae,
entonces ae es medial; y se ha aplicado a la (recta) expresable al produciendo la
anchura az; luego az es también expresable e inconmensurable en longitud con al
[X 22]. Y como los cuadrados de AB, Br son inconmensurables con el doble del
(rectangulo comprendido) por AB, Br, entonces AE es también inconmensurable con
A®. Pero como AE es a ae, asi aH a az [VI 1]; luego aH es inconmensurable con az
[X 11]. Y ambas son expresables; entonces Ha, Az son (rectas) expresables
conmensurables sélo en cuadrado. Luego zH es apdtoma [X 73]. Y ze es expresable.
Pero el rectangulo comprendido por una (recta) expresable y una ap6toma no es
expresable [Deduccion de X 20] y el lado del cuadrado equivalente a él no es
expresable; ahora bien, Ar es el lado del cuadrado equivalente a zE; por consiguiente,
Ar no es expresable; Ilamesela la que hace con un (&rea) medial un (&rea) entera
medial. Q. E. D.
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Proposicion 79

A una ap6toma Unicamente se le adjunta una (recta) expresable que sea
conmensurable sélo en cuadrado con la (recta) entera.



Sea AB la apétoma y Br la adjunta a ella; entonces Ar, ra son (rectas) expresables
conmensurables solo en cuadrado [X 73].
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Digo que no se adjunta a AB ninguna otra (recta) expresable que sea
conmensurable sélo en cuadrado con la (recta) entera.

Pues, si es posible, adjuntese Ba; entonces Aa, AB son también (rectas) expresables
conmensurables s6lo en cuadrado [X 73]. Y como aquello en lo que exceden los
(cuadrados) de Aa, aB al doble del (rectangulo comprendido) por Aa, AB en eso exceden
también los (cuadrados) de Ar, ra al doble del (rectangulo comprendido) por Ar, rs,
porque ambos exceden en lo mismo al (cuadrado) de AB [Il 7]; entonces, por
alternancia, aquello en lo que exceden los (cuadrados) de Aa, aB a los (cuadrados)
de Ar, rB, en eso excede el doble del (rectdngulo comprendido) por Aa, AB al doble
del (rectangulo comprendido) por Ar, rB. Pero los (cuadrados) de Aa, AB exceden a
los (cuadrados) de Ar, re en un (area) expresable, porque ambos son expresables. Asi
pues, el doble del (rectangulo comprendido) por Aa, aB excede al doble del (rectangulo
comprendido) por Ar, re en un (area) expresable; lo cual es imposible, porque ambas
son areas mediales [X 21], y un (&rea) medial no excede a un (area) medial en un
(&rea) expresable [X 26]. Por tanto, no se adjunta a AB otra (recta) expresable que sea
conmensurable sélo en cuadrado con la (recta) entera.



Por consiguiente, a una apétoma Gnicamente se le adjunta una (recta) expresable
que sea conmensurable s6lo en cuadrado con la (recta) entera. Q. E.D.

Proposicion 80

A una primera apotoma de una medial se le adjunta Unicamente una (recta)
medial que sea conmensurable s6lo en cuadrado con la (recta) entera y que
comprenda junto con la (recta) entera un (rectangulo) expresable.

Sea, pues, AB la primera apotoma de una medial y adjuntese a AB la (recta) Br;
entonces Ar, re son (rectas) mediales conmensurables sélo en cuadrado que
comprenden el rectangulo expresable Ar, rs [X 74].
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Digo que no se afiade a AB ninguna otra recta medial que sea conmensurable
solo en cuadrado con la (recta) entera y que comprenda junto con la (recta) entera un
(rectangulo) expresable.

Pues, si es posible, adaptese también aB; entonces Aa, aB son (rectas) mediales
conmensurables solo en cuadrado que comprenden el (rectangulo) expresable Aa, AB
[X 74]. Y como aquello en lo que exceden los (cuadrados) de Aa, aB al doble del
(rectangulo comprendido) por Aa, B, en eso exceden también los (cuadrados) de Ar,
rB al doble del (rectangulo comprendido) por Ar, ra, porque exceden en lo mismo,



en el (cuadrado) de AB [Il 7]; entonces, por alternancia, aquello en lo que exceden
los (cuadrados) de Aa, aB a los (cuadrados) de Ar, B, en eso excede también el doble
del (rectangulo comprendido) por Aa, aB al doble del (rectangulo comprendido) por
Ar, rB. Pero el doble del (rectangulo comprendido) por Ar, rs excede al doble del
(rectangulo comprendido por Ar, rB en un area expresable, porque ambos son
expresables; asi pues, los (cuadrados) de Aa, aB exceden a los (cuadrados) de Ar, rs
en un (area) expresable; lo cual es imposible, porque ambos son mediales y un area
medial no excede a un (area) medial en un (&rea) expresable [X 26].

Por consiguiente, a la primera ap6toma de una medial se le adjunta Unicamente
una recta medial que sea conmensurable sélo en cuadrado con la (recta) entera y
comprenda con la (recta) entera un (rectangulo) expresable. Q. E. D.

Prorosicion 81

A la segunda ap6toma de una medial de le adjunta Gnicamente una (recta) medial
conmensurable s6lo en cuadrado con la (recta) entera que comprenda con la (recta)
entera un (rectangulo) medial.

Sea AB la segunda ap6toma de una medial y Br la adjunta a AB; entonces Ar, rs son
(rectas) mediales conmensurables sélo en cuadrado que comprenden el (rectangulo)
medial Ar, re [X 75].

Digo que no se adjuntara a AB ninguna otra (recta) medial que sea conmensurable
solo en cuadrado con la (recta) entera y comprenda con la (recta) entera un
(rectangulo) medial.

Pues, si es posible, adjantese Ba; entonces Aa, aB son (rectas) mediales
conmensurables solo en cuadrado que comprenden el (rectangulo) medial Aa, aB [X
75]; pongase la (recta) expresable ez, y apliquese a ez el (rectangulo) eH igual a los
(cuadrados) de Ar, ras que produzca la anchura em; y quitese el (rectangulo) e igual al
doble del (rectangulo comprendido) por Ar, re que produzca la anchura em; entonces
el resto e es igual al cuadrado de AB [Il 7]; de modo que AB es el lado del cuadrado
equivalente a eA. Pues apliquese, a su vez, a ez el (&rea) el igual a los (cuadrados)
de Aa, AB que produzca la anchura EN; pero EA es también igual al (cuadrado) de
AB; entonces el (area) restante ei es igual al doble del (rectdingulo comprendido) por
AA, AB [I1 7]. Ahora bien, dado que Ar, re son mediales, entonces los (cuadrados)
de Ar, re son también mediales: y son iguales a eH; asi pues, EH es también medial
[X 15y 23 Por.]. Y se ha aplicado a la (recta) expresable ez produciendo la anchura
EM; luego EM es una (recta) expresable inconmensurable en longitud con ez [X 22].
Puesto que el (rectangulo comprendido) por Ar, rB es, a su vez, medial, el doble del
(rectangulo comprendido) por Ar, rs es tambien medial [X 23 Por.]. Y es igual a eH;
entonces eH es también medial. Ahora bien, se ha aplicado a la (recta) expresable
ez produciendo la anchura em; luego em es también expresable inconmensurable en
longitud con ez [X 22]. Y como Ar, re son conmensurables sélo en cuadrado, entonces
Ar es inconmensurable en longitud con re. Pero, como Ar es a s, asi el (cuadrado)



de Ar al (rectangulo comprendido) por Ar, rs; entonces el (cuadrado) de Ar es
inconmensurable con el (rectdngulo comprendido) por Ar, r8 [X 11]. Ahora bien, los
(cuadrados) de Ar, re son conmensurables con el cuadrado de Ar, mientras que el
(rectangulo comprendido) por Ar, re es conmensurable con el doble del (rectangulo
comprendido) por Ar, rB [X 6]; luego los (cuadrados de Ar, rs son inconmensurables
con el doble del (rectangulo comprendido) por Ar, rB [X 13]. Y EH es igual a los
cuadrados de Ar, re, mientras que Ha es igual al doble del (rectangulo comprendido)
por Ar, re; asi pues, EH es inconmensurable con eH. Pero como EH es a ©H, asi EM a
oM [VI 1]; entonces EM es inconmensurable en longitud con me [X 11]: y ambas son
expresables; luego Em, M@ son (rectas) expresables conmensurables s6lo en cuadrado;
por tanto, Ee es una ap6toma y em la adjunta a ella [X 73]. De manera semejante
demostrariamos ahora que eN también es adjunta a ella; entonces, se adjuntan a una
apotoma dos rectas distintas que son conmensurables s6lo en cuadrado con la (recta)
entera; lo cual es imposible [X 79].
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Por consiguiente, a la segunda ap6toma de una medial se le adjunta Unicamente
una recta medial que sea conmensurable s6lo en cuadrado con la (recta) entera y que
comprenda con la recta entera un rectangulo medial. Q. E. D.

Proposicion 82

A una (recta) «menor» se le adjunta Unicamente una recta que sea
inconmensurable en cuadrado con la recta enteray que haga junto con la recta entera
la suma de sus cuadrados expresable y el doble del rectangulo comprendido por ellas
medial.

Sea AB la (recta) «menor», y sea Br la adjunta a AB; entonces Ar, ra son (rectas)
inconmensurables en cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados expresable y el
rectangulo comprendido por ellas medial [X 76].
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Digo que no se adjuntara otra recta a AB que cumpla las mismas condiciones.

Pues, si es posible, adjuntese Ba; entonces Aa, AB son (rectas) inconmensurables
en cuadrado que cumplen las condiciones antedichas [X 76]. Ahora bien, como
aquello en lo que exceden los (cuadrados) de Aa, aB a los (cuadrados) de Ar, rs,
en eso excede también el doble del (rectangulo comprendido) por Aa, aB al doble
del (rectangulo comprendido) por Ar, re y los (cuadrados) de Aa, aB exceden a los
cuadrados de Ar, rB en un (area) expresable, porque ambos son expresables, entonces
el doble del (rectangulo comprendido) por Aa, aB excede al doble del (rectangulo
comprendido) por Ar, re en un (area) expresable; lo cual es imposible, porque ambos
son mediales [X 26].

Por consiguiente, a una recta «menor» se le adjunta Gnicamente una recta que sea
inconmensurable con la (recta) entera y que haga con la (recta) entera la suma de sus
cuadrados expresable y el doble del rectangulo comprendido por ellas medial. Q. E. D.

Proposicion 83

A una recta que hace con un (area) expresable un (area) entera medial se le
adjunta unicamente una recta que sea inconmensurable en cuadrado con la (recta)
entera y que haga, con la (recta) entera, la suma de sus cuadrados medial y el doble
del (rectangulo comprendido) por ellas expresable.



Sea AB la recta que hace con un (&rea) expresable un (area) entera medial y
adaptese Br a AB; entonces Ar, ra son (rectas) inconmensurables en cuadrado que
cumplen lo propuesto [X 77].
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Digo que no se adaptara a AB otra (recta) que cumpla las mismas condiciones.

Pues, si es posible, adjuntese Ba; entonces Aa, AB son (rectas) inconmensurables
en cuadrado que cumplen lo propuesto [X 77]. Pues bien, en consonancia con lo
anterior, como aquello en lo que exceden los (cuadrados) de Aa, aB a los (cuadrados)
de Ar, B, en eso excede también el doble del (rectingulo comprendido) por Aa, aB
del doble del (rectangulo comprendido) por Ar, rs, y el doble del (rectangulo
comprendido) por Aa, aB excede al doble del (rectangulo comprendido) por Ar, re en
un (&rea) expresable, porque ambos son expresables, entonces los (cuadrados) de Aa,
AB también exceden a los (cuadrados) de Ar, re en un (area) expresable; lo cual es
imposible; porque ambos son mediales [X 26]. Por tanto, no se adjuntard a AB otra
recta que sea inconmensurable en cuadrado con la (recta) entera y que cumpla con la
recta (entera) las condiciones propuestas.

Por consiguiente, se adjuntard Gnicamente una recta. Q. E. D.

Prorosicion 84

A la (recta) que hace con un (area) medial un (area) entera medial se le adjunta
Unicamente una recta que sea inconmensurable en cuadrado con la (recta) entera
y que haga, con la (recta) entera, la suma de sus cuadrados medial y el doble del
rectangulo comprendido por ellas también medial y ademéas inconmensurable con la
suma de sus cuadrados.

Sea AB la (recta) que hace junto con un (area) medial un (&rea) entera medial, y
Br la adjunta a ella. Entonces Ar, rs son (rectas) inconmensurables en cuadrado que
cumplen las condiciones mencionadas [X 78].

Digo que no se adjuntara a AB otra (recta) que cumpla lo antedicho.

Pues, si es posible, adjantese Ba, de modo que Aa, AB sean también (rectas)
inconmensurables en cuadrado que hagan la suma de los cuadrados de Aa, aB medial,
el doble del (rectangulo comprendido) por ellas también medial y ademas los
(cuadrados) de Aa, aB inconmensurables con el doble del (rectdngulo comprendido)
por AA, AB [X 78]. Pongase la (recta) expresable ez, y apliquese a ez el (rectangulo)
EH igual a los cuadrados de Ar, rs que produzca la anchura em, y apliquese a ez el
(rectangulo) eH igual al doble del (rectangulo comprendido) por Ar, re que produzca
la anchura em; entonces el resto, el cuadrado de AB, es igual a eA [11 7]; luego AB es el
lado del cuadrado equivalente a En. Apliquese, a su vez, a la recta ez el (rectangulo) El



igual a los (cuadrados) de Aa, aB que produzca la anchura en. Pero el (cuadrado) de AB
es también igual a EA; entonces el resto, el doble del (rectdngulo comprendido) por Aa,
AB [11 7] es igual a e1. Ahora bien, como la suma de los cuadrados de Ar, re es medial
y es igual a EH, entonces EH es también medial. Y se ha aplicado a la (recta) expresable
Ez produciendo la anchura em; luego em es expresable e inconmensurable en longitud
con ez [X 22]. Puesto que el doble del (rectangulo comprendido) por Ar, rB €s, a su
vez, medial y es igual a ©H, entonces eH es también medial. Y se haaplicado a la (recta)
expresable ez produciendo la anchura em; luego em es expresable e inconmensurable
en longitud con ez [X 22]. Y como los (cuadrados) de Ar, rs son inconmensurables
con el doble del (rectdngulo comprendido) por Ar, rB, EH es también inconmensurable
con eH; entonces EM es inconmensurable en longitud con me [VI 1y X 11]. Y ambos
son expresables; luego EM, Me son (rectas) expresables conmensurables s6lo en
cuadrado; por tanto, Ee es ap6tomay em la adjunta a ella [X 73]. De manera semejante
demostrariamos, a su vez, que e es apétoma y en la adjunta a ella. Entonces se
adjuntan a una ap6toma dos (rectas) expresables diferentes que son conmensurables
s6lo en cuadrado con la (recta) entera; lo que se ha demostrado imposible [X 79]. Por
tanto, ninguna otra recta se adjuntara a AB.
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Por consiguiente, a la recta AB se le adjunta Unicamente una recta que sea
inconmensurable en cuadrado con la (recta) entera y que haga, con la recta entera,
la suma de sus cuadrados medial, el doble del (rectangulo comprendido) por ellas,
medial y ademas la suma de sus cuadrados inconmensurable con el doble del
(rectangulo comprendido) por ellas. Q.E. D.



TERCERAS DEFINICIONES

-

. Dada una (recta) expresable y una apotoma, si el cuadrado de la (recta) entera es
mayor que el de la (recta) adjunta en el (cuadrado) de una (recta)
conmensurable en longitud con ella (la recta entera), y la (recta) entera es
conmensurable en longitud con la (recta) expresable dada, llamese (la
apotoma) primera apétoma.

. Y si larecta adjunta es conmensurable en longitud con la (recta) expresable dada, y
el cuadrado de la recta entera es mayor que el de la adjunta en el (cuadrado) de
una (recta) conmensurable con ella, Ilamese (la apétoma) segunda apotoma.

Y si ninguna de las dos es conmensurable en longitud con la (recta) expresable
dada, y el cuadrado de la (recta) entera es mayor que el de la adjunta en
el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella, [lamese (la ap6toma)
tercera apotoma.

4. Si, a su vez, el cuadrado de la recta entera es mayor que el de la adjunta en el
cuadrado de una (recta) inconmensurable con ella (la recta entera), entonces,
si la (recta) entera es conmensurable en longitud con la (recta) expresable
dada, llamese (la apdtoma) cuarta apotoma.

. Pero si la adjunta (es conmensurable), quinta.

. Y si ninguna de las dos (es conmensurable), sexta.

N
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Proposicion 85

Hallar la primera ap6toma.

Pbngase la (recta) expresable A, y sea BH una (recta) conmensurable en longitud
con ella; entonces BH es también expresable. Ponganse dos nimeros cuadrados AE,
Ez, cuya diferencia, za, no sea un nimero cuadrado; entonces Ea tampoco guarda con
Az la razén que un ndmero cuadrado guarda con un nimero cuadrado. Y hagase (de
forma que) como Ea es a az, asi el cuadrado de BH al cuadrado de Hr [X 6 Por.];
entonces el (cuadrado) de BH es conmensurable con el de Hr [X 6]. Pero el (cuadrado)
de BH es expresable; asi pues, el cuadrado de Hr también es expresable; luego Hr es
expresable. Y como Ea no guarda con Az la razon que un nimero cuadrado guarda con
un numero cuadrado, entonces el (cuadrado) de BH tampoco guarda con el (cuadrado)
de Hr la razon que un nimero cuadrado guarda con un numero cuadrado.



Luego BH es inconmensurable en longitud con Hr. Y ambas son expresables;
entonces BH, Hr son (rectas) expresables conmensurables sélo en cuadrado; por tanto
BI €S una ap6toma [X 73].

Digo ahora que es también primera.

Pues sea el (cuadrado) de e aquello en lo que el (cuadrado) de BH es mayor que el
(cuadrado) de Hr. Y dado que, como Ea es a za, asi el (cuadrado) de BH al (cuadrado)
de Hr, entonces, por conversion [V 11 Por.], como AE es a ez, asi el (cuadrado) de HB al
(cuadrado) de e. Pero aE guarda con Ez la raz6n que un nimero cuadrado guarda con
un nimero cuadrado, pues cada uno de ellos es cuadrado; entonces el (cuadrado) de HB
guarda con el de e la raz6n que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado;
luego BH es conmensurable en longitud con e [X 9]. Ahora bien, el cuadrado de BH
es mayor que el de Hr en el cuadrado de o; entonces el cuadrado de BH es mayor que
el de Hr en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable en longitud con ella (BH). Y
la (recta) entera BH es conmensurable en longitud con la recta propuesta A. Luego Br
es una primera apotoma [X Ter. Def. 1].

Por consiguiente, se ha hallado la primera apdtoma Br. Que es lo que habia que
hallar.

Prorosicion 86

Hallar la segunda ap6toma.

Pdngase la (recta) expresable A y la (recta) Hr conmensurable en longitud con A.
Entonces Hr es expresable. Y ponganse dos nimeros cuadrados Ak, ez cuya diferencia,
AZ, no sea un (nimero) cuadrado. Y hagase de modo que, como za €S a Ag, asi el
cuadrado de rH al cuadrado de HB [X 6 Por.]. Entonces el cuadrado de rH es
conmensurable con el cuadrado de HB [X 6]. Pero el cuadrado de rH es expresable.
Luego el cuadrado de HB es también expresable; por tanto BH es expresable. Y como el
(cuadrado) de Hr no guarda con el (cuadrado) de HB la razdn que un nimero cuadrado
guarda con un numero cuadrado, rH es inconmensurable en longitud con HB [X 9].
Y ambas son expresables; entonces rH, HB son (rectas) expresables conmensurables
solo en cuadrado; luego Br es apétoma [X 73].
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Digo ahora que también es segunda.

Pues sea el (cuadrado) de o aquello en lo que el (cuadrado) de BH es mayor que
el de Hr. Asi pues, dado que, como el (cuadrado) de BH es al (cuadrado) de Hr, asi
el numero Ea es al nimero az, entonces, por conversion, como el (cuadrado) de BH
es al (cuadrado) de o, asi AE a Ez [V 19 Por.]. Y cada uno de los (nUmeros) AE, Ez
es cuadrado; entonces el cuadrado de BH guarda con el de e la raz6n que un nimero
cuadrado guarda con un numero cuadrado; luego BH es conmensurable en longitud
cone [X9].Y el cuadrado de BH es mayor que el de Hr en el (cuadrado) de e; asi pues,
el cuadrado de BH es mayor que el de Hr en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable
en longitud con ella (BH). Y la (recta) adjunta rH es conmensurable con la (recta)
expresable propuesta A, Por tanto, Br es una segunda apétoma [X Ter. Def. 2].

Por consiguiente, se ha hallado la segunda ap6toma Br. Q. E. D.

Prorosicion 87

Hallar la tercera apétoma.

Pdngase la (recta) expresable A, y ponganse tres nUmeros g, Br, ra que no guarden
entre si larazon que un numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado, pero guarde
rB con BA la razon que un numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado, y hagase
de forma que, como E es a Br, asi el cuadrado de A al cuadrado de zH, y como Br esara,
asi el cuadrado de zH al (cuadrado) de He [X 6 Por.]. Asi pues, dado que, como E es a
Br, asi el cuadrado de A al cuadrado de zH, entonces el cuadrado de A es conmensurable
con el cuadrado de zH [X 6]. Y el cuadrado de A es expresable. Luego el cuadrado de zH



es también expresable; por tanto, zH es expresable. Y como E no guarda con Br larazon
que un numero cuadrado guarda con un numero cuadrado, entonces el cuadrado de A
tampoco guarda con el de zH la razén que un nimero cuadrado guarda con un nimero
cuadrado; luego A es inconmensurable en longitud con zH [X 9]. A su vez, dado que,
como Br es a ra, asi el cuadrado de zH al de He, entonces el (cuadrado) de zH es
conmensurable con el (cuadrado) de He [X 6]. Pero el (cuadrado) de He es expresable;
luego el cuadrado de He es también expresable; por tanto, He es expresable. Ahora
bien, puesto que Br no guarda con ra la razén que un nimero cuadrado guarda con
un nimero cuadrado, entonces el (cuadrado) de zH tampoco guarda con el (cuadrado)
de He la razon que un nimero cuadrado guarda con un nidmero cuadrado; luego zH
es inconmensurable en longitud con He [X 9]: y ambas son expresables; asi pues zH,
He son (rectas) expresables conmensurables s6lo en cuadrado. Por tanto, ze es una
apotoma [X 73].

ke

Digo ahora que también es tercera.

Pues dado que, como E es a Br, asi el cuadrado de A al de zH, mientras que como
BI €s a ra, asi el (cuadrado) de zH al de eH, entonces, por igualdad, como E es a ra,
asi el cuadrado de A al de eH [V 22]. Pero E no guarda con ra la razén que un nimero
cuadrado guarda con un nimero cuadrado; entonces el (cuadrado) de A tampoco
guarda con el de He la razén que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado.
Luego A es inconmensurable en longitud con He [X 9]. Por tanto, ninguna de las
(rectas) zH, He es conmensurable en longitud con la (recta) expresable propuesta, A.
Pues bien, sea el (cuadrado) de k aquello en lo que el (cuadrado) de zH es mayor que
el de He. Asi pues, dado que, como Br es a ra, asi el (cuadrado) de zH al (cuadrado)



de He, entonces, por conversion, como Br es a Ba, asi el cuadrado de zH al de k [V
19 Por.]. Pero Br guarda con Ba la razon que un nimero cuadrado guarda con un
namero cuadrado; entonces el (cuadrado) de zH guarda con el de k la razén que un
namero cuadrado guarda con un nimero cuadrado. Luego zH es conmensurable en
longitud con Kk [X 9], y el cuadrado de zH es mayor que el de He en el (cuadrado)
de una (recta) conmensurable con ella (zH). Y ademas ninguna de las (rectas) zH, Ho
es conmensurable en longitud con la (recta) expresable propuesta A; por tanto, ze es
una tercera apétoma.
Por consiguiente, se ha hallado la tercera ap6toma ze. Q. E. D.

Proposicion 88

Hallar la cuarta apétoma.

Pdngase la recta expresable A y la (recta) BH conmensurable en longitud con A;
entonces BH es expresable. Y ponganse los dos numeros az, ze, de modo que el total Ae
no guarde con cada uno de los nimeros az, ez larazén que un numero cuadrado guarda
con un namero cuadrado. Y hagase de modo que, como AE es a Ez, asi el (cuadrado)
de BH al (cuadrado) de Hr [X 6 Por.]; entonces el (cuadrado) de BH es conmensurable
con el de Hr [X 6]; pero el (cuadrado) de BH es expresable, luego el (cuadrado) de Hr
es también expresable; por tanto, Hr es expresable. Ahora bien, como aE no guarda
con ez la razon que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado, entonces
el (cuadrado) de BH no guarda con el de Hr la razon que un nimero cuadrado guarda
con un namero cuadrado; luego BH es inconmensurable en longitud con Hr [X 9]. Y
ambas son expresables; entonces BH, H son (rectas) expresables conmensurables s6lo
en cuadrado. Por tanto Br es apotoma [X 73].
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Sea ahora el (cuadrado) de e aquello en lo que el (cuadrado) de BH es mayor que el
de Hr. Pues bien, dado que, como A€ es a ez, asi el (cuadrado) de BH al de Hr, entonces,
por conversion, como EA es a Az, asi el (cuadrado) de HB al de o [V 19 Por.]. Pero Ea
no guarda con az la razén que un nimero cuadrado guarda con un numero cuadrado;
luego el (cuadrado) de HB tampoco guarda con el (cuadrado) de e la razon que un
numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; por tanto BH es inconmensurable
en longitud con e [X 9]. Ahora bien, el cuadrado de BH es mayor que el de Hr en el



(cuadrado) de o, entonces el (cuadrado) de BH es mayor que el de Hr en el (cuadrado)

de una (recta) inconmensurable con ella (BH). Y la (recta) entera BH es conmensurable

en longitud con la (recta) expresable propuesta, A. Por tanto, Br es una cuarta ap6toma.
Por consiguiente se ha hallado la cuarta ap6toma. Q. E. D.

Proposicion 89

Hallar la quinta ap6toma.

Pdngase la (recta) expresable A, y sea la (recta) rH conmensurable en longitud con
A; entonces rH es expresable. Pdnganse, a su vez, dos numeros Az, ze de modo que
AE no guarde con ninguno de ellos la razén que un ndmero cuadrado guarda con un
numero cuadrado; y hagase de forma que como zt es a Ea, asi el (cuadrado) de rH al
de HB. Entonces el (cuadrado) de HB es también expresable [X 6]; luego BH es también
expresable; dado que, como AE es a Ez, asi el (cuadrado) de BH al de Hr, mientras
que AE no guarda con ez la razén que un numero cuadrado guarda con un nimero
cuadrado, entonces el (cuadrado) de BH tampoco guarda con el de Hr la razén que
un namero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; luego BH es inconmensurable
en longitud con Hr [X 9]. Y ambas son expresables; entonces BH, HI son (rectas)
expresables conmensurables solo en cuadrado. Por tanto Br es una apotoma [X 73].



Digo ahora que es también quinta.

Sea, pues, el (cuadrado) de e aquello en lo que el (cuadrado) de BH es mayor que el
de Hr. Asi pues, dado que, como el (cuadrado) de BH es al de Hr, asi AE a Ez, entonces,
por conversion, como Ea es a Az, asi el (cuadrado) de BH al de e [V 19 Por.]. Pero Ea
no guarda con az la razén que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado;
entonces el (cuadrado) de BH tampoco guarda con el (cuadrado) de e la razén que un
namero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; luego BH es inconmensurable en
longitud con e [X 9]. Y el cuadrado de BH es mayor que el de Hr en el (cuadrado) de
©; entonces el cuadrado de HB es mayor que el de Hr en el (cuadrado) de una (recta)
inconmensurable en longitud con ella (HB). Y la (recta) adjunta r+ es conmensurable
en longitud con la (recta) expresable propuesta, A. Por tanto Br es una quinta ap6toma.

Por consiguiente, se ha hallado la quinta apdtoma Br. Q. E. D.

PRroPOSICION 90

Hallar la sexta ap6toma.



Pdngase la recta expresable A 'y tres niUmeros E, Br, ra que no guarden entre si la
razén que un numero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; y ademas no guarde
rB con Ba la razén que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; y hagase
de forma que como E es a Br, asi el (cuadrado) de A al (cuadrado) de zH y como Br es
ara, asi el (cuadrado) de zH al (cuadrado) de Ho [X 6 Por.].
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Pues dado que, como E es a Br, asi el (cuadrado) de A al (cuadrado) de zH, entonces
el (cuadrado) de A es conmensurable con el (cuadrado) de zH [X 6]. Pero el (cuadrado)
de A es expresable; luego el (cuadrado) de zH es también expresable; por tanto zH es
también expresable; y como E no guarda con Br la razén que un nimero cuadrado
guarda con un nimero cuadrado, entonces el (cuadrado) de A no guarda con el
(cuadrado) de zH la razén que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado;
luego A es inconmensurable en longitud con zH [X 9]. Puesto que, como Br es a ra,
asi, a su vez, el (cuadrado) de zH al (cuadrado) de He, entonces el (cuadrado) de zH es
conmensurable con el (cuadrado) de He [X 6]. Pero el (cuadrado) de zH es expresable;
luego el (cuadrado) de He es también expresable; por tanto, Ho es expresable. Ahora
bien, como Br no guarda con ra la razén que un nimero cuadrado guarda con un
namero cuadrado, entonces el (cuadrado) de zH tampoco guarda con el (cuadrado) de
He la razén que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado; luego zH es
inconmensurable en longitud con He [X 9]. Y ambas son expresables; entonces zH,
He son (rectas) expresables conmensurables s6lo en cuadrado; por tanto, ze es una
apotoma [X 73].

Digo ahora que ademas es sexta.

Pues dado que, como E es a Br, asi el (cuadrado) de A al (cuadrado) de zH, mientras
que, como Br es a ra, asi el (cuadrado) de zH al (cuadrado) de He, entonces, por
igualdad, como E es a ra, asi el (cuadrado) de A al (cuadrado) de He [V 22]. Pero E



no guarda con ra la razén que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado;
entonces el cuadrado de A tampoco guarda con el de He la razén que un nimero
cuadrado guarda con un numero cuadrado; luego A es inconmensurable en longitud
con He [X 9]; por tanto, ninguna de las rectas zH, Ho es conmensurable en longitud con
la (recta) expresable A. Asi pues, sea el cuadrado de k aquello en lo que el (cuadrado)
de zH es mayor que el de He. Dado que, como Br es a ra, asi el (cuadrado) de zH al
de He, entonces, por conversion, como B es a Ba, asi el cuadrado de zH al (cuadrado)
de K [X 19 Por.]. Pero re no guarda con Ba la razon que un nimero cuadrado guarda
con un numero cuadrado; luego el (cuadrado) de zH no guarda con el (cuadrado) de
K la razén que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado. Por tanto, zH
es inconmensurable en longitud con kK [X 9]. Y el cuadrado de zH es mayor que el
(cuadrado) de He en el (cuadrado) de K; entonces el (cuadrado) de zH es mayor que
el cuadrado de He en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (zH). Y
ninguna de las (rectas) zH, He es conmensurable en longitud con la (recta) expresable
propuesta, A. Por tanto, e es una sexta aptoma.
Por consiguiente, se ha hallado la sexta ap6toma. Q. E. D.

Prorosicion 91

Si un area esta comprendida por una (recta) expresable y una primera apétoma,
el lado del cuadrado equivalente al area es una ap6toma.

Sea, pues, comprendida el area AB por la (recta) expresable Ar y la primera
apotoma AA.
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Digo que el lado del cuadrado equivalente al area AB es una apétoma.

Pues como Aa es una primera apétoma, sea aH la adjunta a ella; entonces AH, HA
son (rectas) expresables conmensurables sélo en cuadrado [X 73]. Y la (recta) entera
AH es conmensurable con la (recta) expresable propuesta, Ar, y el cuadrado de AH es
mayor que el de Ha en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable en longitud con
ella (aH) [X Ter. Def. 1]; entonces, si se aplica a AH un (paralelogramo) igual a la
cuarta parte del (cuadrado) de aH, deficiente en la figura de un cuadrado, la divide
en (partes) conmensurables [X 17]. Dividase aH en dos partes iguales por el (punto)
E, Y apliquese a AH un (paralelogramo) igual al (cuadrado) de EH, deficiente en la
figura de un cuadrado, y sea el (rectangulo comprendido) por Az, zH; entonces Az es
conmensurable con zH. Y tracense por los puntos g, z, H las (rectas) Ee, zI, HK paralelas
a Ar. 'Y puesto que Az es conmensurable en longitud con zH, entonces AH también
es conmensurable en longitud con cada una de las (rectas) Az, zH [X 15]. Pero AH



es conmensurable con Ar; luego cada una de las (rectas) Az, zH es conmensurable en
longitud con Ar [X 12]. Y Ar es expresable: por tanto, cada una de las (rectas) Az, zH
es también expresable; de modo que cada uno de los (rectangulos) Al, zk es también
expresable [X 19]. Ahora bien, puesto que At es también conmensurable en longitud
con EH, entonces AH es también conmensurable en longitud con cada una de las (rectas)
AE, EH [X 15]. Pero aH es expresable e inconmensurable en longitud con Ar; asi pues
cada una de las (rectas) ag, EH es también expresable e inconmensurable en longitud
con Ar [X 13]; luego cada uno de los (rectangulos) ae, ek es medial [X 21].

Ahora, hagase el cuadrado Am igual a Al, y quitese un cuadrado N= que tenga el
angulo comdn Aom Yy sea igual a zk; entonces los cuadrados Am, N= estan en torno
a la misma diagonal [V 26]. Sea op su diagonal y constriyase la figura. Pues bien,
como el rectdngulo comprendido por Az, zH es igual al cuadrado de EH, entonces,
COMO Az es a EH, asi EH a zH [VI 17]. Pero como Az es a EH, asi Al a EK, mientras que,
COMO EH es a zH, asi el (&rea) ek al (area) kz [VI 1]; luego Ek es media proporcional
de Al, Kz [V 11 ]: pero MmN es también media proporcional de Am, N=, como se ha
probado anteriormente [Lema post. X 53]; y Al es igual al cuadrado de Am, y Kz al
de N= entonces MN es igual a E. Pero Ek es igual a Ao, y MN a A= luego Ak es igual
al gnomon [Il Def. 2] yox y N=: pero Ak es también igual a los cuadrados de Am,
N=; asi pues, el area restante AB es igual a =T. Pero =T es el cuadrado de AN; luego el
(cuadrado) de AN es igual a AB; por tanto AN es el lado del cuadrado equivalente a AB.

Digo ahora que AN es una ap6toma.

Pues como cada una de las (&reas) Al, zk es expresable, y es igual a Am, Nz,
entonces cada una de las (&reas) AmM, N=, es decir los cuadrados de cada una de las
(rectas) Ao, oN, es también expresable; luego cada una de las (rectas) Ao, ON €S
también expresable. Puesto que ae es, a su vez, medial y es igual a A=, entonces A=
es también medial. Pues bien, como A= es medial y N= expresable, entonces A= es
inconmensurable con N=; pero como A= es a N=, asi Ao a oN [VI 1 ]; asi pues Ao
es inconmensurable en longitud con oN [X 11]. Ahora bien, ambas son expresables;
entonces Ao, ON son (rectas) expresables conmensurables solo en cuadrado; luego AN
es una apétoma [X 73]: y es el lado del cuadrado equivalente al area AB; por tanto el
lado del cuadrado equivalente al area AB es una ap6toma.

Por consiguiente, si un area estd comprendida por una (recta) expresable..., etc.

Prorosicion 92

Si un area esta comprendida por una recta expresable y una segunda apétoma,
el lado del cuadrado equivalente al area es una primera apétoma de una medial.

Sea, pues, comprendida el area AB por la (recta) expresable Ar y la segunda
apotoma AA.

Digo que el lado del cuadrado equivalente al area AB es una primera apotoma de
una medial.



Sea, pues aH la adjunta a Aa; entonces AH, HA son (rectas) expresables
conmensurables sélo en cuadrado [X 73], y la adjunta, aH, es conmensurable con
la (recta) expresable propuesta, Ar, y el cuadrado de la (recta) entera, AH, €5 mayor
que el de la adjunta Ha en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable en longitud
con ella (AH) [X Ter. Def. 2]. Pues bien, como el cuadrado de AH es mayor que el
de Ha en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (aH), entonces, si se
aplica a AH un (paralelogramo) igual a la cuarta parte del (cuadrado) de Ha, deficiente
en la figura de un cuadrado, la divide en partes conmensurables [X 17]. Pues bien,
dividase aH en dos partes iguales por el (punto) ; y apliquese a AH un (paralelogramo)
igual al (cuadrado) de eH deficiente en la figura de un cuadrado, y sea el (rectangulo
comprendido) por Az, zH; entonces Az es conmensurable en longitud con zH. Luego
AH también es conmensurable en longitud con cada una de las (rectas) Az, zH [X 15].
Pero AH es expresable e inconmensurable en longitud con Ar; entonces cada una de las
(rectas) Az, zH es expresable e inconmensurable en longitud con Ar [ X 13]; luego cada
una de las (areas) Al, zk es medial [X 21]. Y como A€ es, a su vez, conmensurable con
EH, entonces AH es también conmensurable con cada una de las (rectas) ag, EH [X 15].
Pero aH es conmensurable en longitud con Ar. Luego cada uno de los (rectangulos)
A®, EK es expresable [X 19].



(1]

P E M

Pues bien, constriyase un cuadrado Am igual a Al, y quitese N= igual a zk que esté
en torno al mismo angulo que Am, a saber Aom; entonces los cuadrados Am, N= estan
en torno a la misma diagonal [V 26]. Sea su diagonal op y construyase la figura. Pues
bien, como Al, zk son mediales y son iguales a los (cuadrados) de Ao, ON, los cuadrados
de A0, oN son también mediales; luego Ao, oN son (rectas) mediales conmensurables
solo en cuadrado®. Y como el (rectangulo comprendido) por Az, zH es igual al
(cuadrado) de EH, entonces, como Az es a EH, asi EH a zH [VI 17]; pero, como Az
s a EH, asi Al a EK; mientras que, COMO EH €S a zH, asi Ek a zk [VI 1]; luego Ek es
media proporcional de Al, zk [V 11], Pero mnN es también media proporcional de los
cuadrados AM, N=; Y Al es igual a AM y zK a N=; asi pues, MN es igual a Ex. Pero ae
es igual a ek, mientras que A= es igual a mN; por tanto el (area) entera Ak es igual al
gmomon YoX Yy N=. Pues bien, como el (area) entera Ak es igual a Am, N=, donde AK
es igual al gnomon yox y N=, entonces el (area) restante AB es igual a Tz, pero Tz es



el (cuadrado) de AN; luego el (cuadrado) de AN es igual al (area) AB; por tanto AN s
el lado del cuadrado equivalente al area AB.

Digo que AN es una primera apotoma de una medial.

Pues como EK es expresable y es igual a A=, entonces Az, es decir el (rectangulo
comprendido) por Ao, ON es expresable. Pero se ha demostrado que N= es medial;
entonces A= es inconmensurable con N=; pero cOmo A= es a N=, asi Ao a oN [VI 1];
luego Ao, oN son inconmensurables en longitud [X 11]; asi pues, Ao, oN son mediales
conmensurables solo en cuadrado que comprenden un rectangulo expresable; por
tanto, AN es una primera ap6toma de una medial; y es el lado del cuadrado equivalente
al area AB.

Por consiguiente, el lado del cuadrado equivalente al area AB es una primera
ap6toma de una medial. Q. E. D.

Prorosicion 93

Si un area estd comprendida por una (recta) expresable y una tercera apétoma,
el lado del cuadrado equivalente al area es una segunda ap6toma de una medial.

Sea, pues, comprendida el &rea AB por la (recta) expresable Ary la tercera apotoma
AA.
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Digo que el lado del cuadrado equivalente al area AB es una segunda ap6toma
de una medial.

Sea, pues, aH la adjunta a Aa; entonces AH, HA son (rectas) expresables
conmensurables sélo en cuadrado, y ninguna de las (rectas) AH, HA es conmensurable
en longitud con la (recta) expresable propuesta Ar, y el cuadrado de la (recta) entera
AH es mayor que el de la adjunta aH en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con
ella (aH) [X Ter. Def. 3], Pues bien, como el cuadrado de AH es mayor que el de Ha en
el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (AH), entonces, si se aplicaa AH un
(paralelogramo) igual a la cuarta parte del (cuadrado) de aH, deficiente en la figura de
un cuadrado, la divide en partes conmensurables [X 17]. Asi pues, dividase aH en dos
partes iguales por el (punto) E, y apliquese a AH un (paralelogramo) igual al (cuadrado)
de eH deficiente en la figura de un cuadrado, y sea el (rectangulo comprendido) por Az,
zH. Y tracense por los (puntos) E, z, H las (rectas) Eo, zI, HK paralelas a Ar; entonces Az,



zH son conmensurables; luego Al es también conmensurable con zk [VI 1y X 11]. Y
como Az, zH son conmensurables en longitud, entonces AH es también conmensurable
en longitud con cada una de las (rectas) Az, zH [X 15]. Pero AH es expresable e
inconmensurable en longitud con Ar; de modo que Az, zH también lo son [X 13].
Luego cada uno de los (rectangulos) Al, zk es medial [X 21]. Como AE es, a Su vez,
conmensurable en longitud con EH, entonces aH es también conmensurable en
longitud con cada una de las (rectas) ag, EH [X 15]. Pero Ha es expresable e
inconmensurable en longitud con Ar [X 13]. Por tanto, cada una de las (rectas) ag,
EH es expresable e inconmensurable en longitud con Ar. Luego cada uno de los
(rectangulos) ae, ek es medial [X 21]. Y como AH, HA son conmensurables s6lo en
cuadrado, entonces AH es inconmensurable en longitud con Ha. Pero AH es
conmensurable en longitud con Az, y aH con EH; luego Az es inconmensurable en
longitud con eH [X 13]. Pero como Az es a EH, asi Al a Ex [VI 1]; por tanto, Al es
inconmensurable con ex [X 11].

Pues bien, constriyase el cuadrado Am igual a A1y quitese N= igual a zk y que esté
en torno al mismo angulo que Am; entonces AM, N= estan en torno a la misma diagonal
[VI 26]. Sea su diagonal op y constrayase la figura. Asi pues, como el (rectangulo
comprendido) por Az, zH es igual al cuadrado de EH, entonces, COmo Az €s a EH, asi
EH @ ZH; Yy COMO AZ €S a EH, asi Al a EK; Yy COMO EH €S a zH, asi EK a zk [VI 11]; y como
Al €S a EK, asi EK a zK, luego ek es media proporcional de los (rectangulos) Al, zk. Y
MN es también media proporcional de los cuadrados Am, N=; y Al es igual a AM y zK
a N=; por tanto ek es igual a MN. Pero MmN es igual a A=, y EK es igual a ae; entonces
también el (rectangulo) entero ak es igual al gnomon YoXx y N=; Y AK es igual a am,
N=; luego el resto AB es igual a =T, es decir al cuadrado de AN; por tanto, AN es el lado
del cuadrado equivalente al area AB.

Digo que aN es una segunda apétoma de una medial.

Pues como se ha demostrado que Al, zk son mediales y son también iguales a los
(cuadrados) de Ao, oN, entonces cada uno de los (cuadrados) de Ao, ON es también
medial; luego cada una de las (rectas) Ao, oN es también medial. Y puesto que Al
es conmensurable con zk [VI 1y X 11], entonces el (cuadrado) de Ao es también
conmensurable con el (cuadrado) de oN. Como se ha demostrado, a su vez, que Al es
inconmensurable con Ek, entonces AM es también inconmensurable con MmN, es decir,
el cuadrado de Ao con el (rectangulo comprendido) por Ao, oN; de modo que Ao €S
también inconmensurable con on [VI 1y X 11]; luego Ao, oN son (rectas) mediales
conmensurables sélo en cuadrado.

Digo ahora que también comprenden un (rectdngulo) medial.

Pues como se ha demostrado que ek es medial y es igual al (rectdngulo
comprendido) por Ao, oN, entonces el (rectdngulo comprendido) por Ao, ON €S
también medial; de modo que Ao, oN son (rectas) mediales conmensurables sélo en
cuadrado que comprenden un (rectangulo) medial. Luego AN es una segunda apdtoma
de una medial [X 75]; y es el lado del cuadrado equivalente al area AB.

Por consiguiente, el lado del cuadrado equivalente al area AB es una segunda
ap6toma de una medial. Q. E. D.



Proposicion 94

Si un area esta comprendida por una (recta) expresable y una cuarta apétoma,
el lado del cuadrado equivalente al area es una (recta) «menor».

Pues sea comprendida el area AB por la (recta) expresable Ar y la cuarta ap6toma
AA.
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Digo que el lado del cuadrado equivalente al area AB es una (recta) «menor.

Pues sea aH la adjunta a Aa; entonces AH, Ha son (rectas) expresables
conmensurables s6lo en cuadrado, y AH es conmensurable en longitud con la (recta)
expresable propuesta Ar, y el cuadrado de la (recta) entera AH es mayor que el de



la adjunta aH en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable en longitud con ella
(AH) [X Ter. Def. 4]. Pues bien, como el cuadrado de AH es mayor que el de Ha en el
(cuadrado) de una (recta) inconmensurable en longitud con ella (aH), entonces, si se
aplica a AH un (paralelogramo) igual a la cuarta parte del (cuadrado) de aH deficiente
en la figura de un cuadrado, la dividira en (partes) inconmensurables [X 18]. Asi pues,
dividase aH en dos partes iguales por el (punto) E y apliquese a AH un paralelogramo
igual al (cuadrado) de eH deficiente en la figura de un cuadrado, y sea el (rectangulo
comprendido) por Az, zH; entonces Az es inconmensurable en longitud con zH.
Tracense, pues, por los (puntos) E, z, H las (rectas) Ee, zi, HK paralelas a Ar, Ba. Como
en efecto AH es expresable y conmensurable en longitud con Ar, entonces el (area)
entera AK es expresable [X 19]. Y puesto que, a su vez, aH es inconmensurable en
longitud con Ar y ambas son expresables, entonces ak es medial [X 21]. Y puesto
que a su vez Az es inconmensurable en longitud con zH, entonces Al es también
inconmensurable con zk [VI 1y X 11]. Pues bien, constriyase el cuadrado Am igual
a Al'y quitese N= igual a zk y que esté en torno al mismo angulo Aom. Entonces los
cuadrados AM, N= estan en torno a la misma diagonal [VI 26]. Sea su diagonal op y
constrayase la figura. Asi pues, como el (rectangulo comprendido) por Az, zH es igual
al (cuadrado) de EH, entonces, proporcionalmente, como Az es a EH, asi Al a EK, y COMO
EH €S a zH, asi Ek a zk [VI 1]; entonces ek es media proporcional de Al, zk [V 11].
Pero MmN es también media proporcional de los cuadrados Am, N= y Al es igual a Am, y
zk a N=; luego Ek es igual a MmN. Pero ae; es igual a EK y A= es igual a mN. Por tanto,
el (area) entera ak es igual al gnomon Yox y N=. Pues bien, como el (area) entera Ak
es igual a los cuadrados Am, N= donde Ak es igual al gnomon yox y el cuadrado Nz,
entonces el (area) restante AB es igual a =T, es decir al cuadrado de AN; luego AN es
el lado del cuadrado equivalente al (&rea) AB.

Digo que AN es la (recta) no expresable llamada «menor». Pues como AK es
expresable y es igual a los (cuadrados) de Ao, ON, entonces la suma de los (cuadrados)
de Ao, ON es expresable. Como ak es a su vez medial y ak es igual al doble del
(rectangulo comprendido) por Ao, oN, entonces el doble del (rectdngulo comprendido)
por Ao, ON es medial. Y puesto que se ha demostrado que Al es inconmensurable con
zK, entonces el cuadrado de Ao es inconmensurable también con el cuadrado de on.
Luego Ao, ON son (rectas) inconmensurables en cuadrado que hacen la suma de sus
cuadrados expresable y el doble del (rectangulo comprendido) por ellas medial. Por
tanto, AN es la recta no expresable llamada «menor» [X 76]; y es el lado del cuadrado
equivalente al &rea AB.

Por consiguiente, el lado del cuadrado equivalente al &rea AB es una (recta)
«menor». Q. E. D.

Prorosicion 95



Si un area esta comprendida por una (recta) expresable y una quinta ap6toma, el
lado del cuadrado equivalente al &rea es la (recta) que hace con un (area) expresable
un (area) entera medial.

Pues sea comprendida el area AB por la (recta) expresable Ar y la quinta ap6toma
AA.

Digo que el lado del cuadrado equivalente al area AB es la (recta) que hace con
un (area) expresable un (&rea) entera medial.

Sea, pues, aH la adjunta a Aa; entonces AH, HA son (rectas) expresables
conmensurables sélo en cuadrado y la (recta) adjunta Ha es conmensurable en longitud
con la (recta) expresable propuesta Ar, y el cuadrado de la (recta) entera AH es mayor
que el de la adjunta aH en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (AH)
[X Ter. Def. 5]. Entonces, si se aplica a AH un (paralelogramo) igual a la cuarta parte
del (cuadrado) de aH, deficiente en la figura de un cuadrado, la dividira en partes
inconmensurables [X 18]. Pues bien, dividase aH en dos partes iguales por el (punto)
E, y apligese a AH un paralelogramo igual al (cuadrado) de eH deficiente en la figura
de un cuadrado y sea el (rectdngulo comprendido) por Az, zH; entonces Az es
inconmensurable en longitud con zH. Y puesto que AH es inconmensurable en longitud
con rA 'y ambas son expresables, entonces Ak es medial [X 21]. Como AH es a su vez
expresable y conmensurable en longitud con Ar, ak es expresable [X 19]. Asi pues,
construyase el cuadrado Am igual a Al, y quitese el cuadrado N= igual a zk que esté en
torno al mismo angulo Aom; entonces los cuadrados Am, N= estan en torno a la misma
diagonal [VI 26]. Sea op su diagonal y constriyase la figura. De manera semejante
demostrariamos que AN es el lado del cuadrado igual al area AB.
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Digo que AN es la (recta) que hace con un (area) expresable un (area) entera
medial.

Pues como se ha demostrado que Ak es medial y es igual a los (cuadrados) de
AO, ON, entonces la suma de los (cuadrados) de Ao, ON es medial. Y puesto que aK
es a su vez expresable y es igual al doble del (rectangulo comprendido) por Ao, ON,
también éste mismo es expresable. Y como Al es inconmensurable con zk, entonces
el (cuadrado) de Ao es inconmensurable con el cuadrado de oN. Luego Ao, ON son
(rectas) inconmensurables en cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados medial
y el doble del (rectangulo comprendido) por ellas expresable. Por tanto, la (recta)
restante AN es la (recta) no expresable llamada la que hace con un (area) expresable
un (area) entera medial [X 77]. Y es el lado del cuadrado equivalente al area AB.

Por consiguiente, el lado del cuadrado equivalente al area AB es la (recta) que
hace con un (area) expresable un (area) entera medial. Q. E. D.



Proposicion 96

Si un area esta comprendida por una (recta) expresable y una sexta apétoma,
el lado del cuadrado equivalente al area es la (recta) que hace con un area medial
un (&rea) entera medial.

Pues sea comprendida el area AB por la (recta) expresable Ar y la sexta ap6toma
AA.

Digo que el lado del cuadrado equivalente a AB es la (recta) que hace con un (area)
medial un (&rea) entera medial.

Pues sea aH la adjunta a Aa; entonces AH, HA son (rectas) expresables
conmensurables sélo en cuadrado y ninguna de. ellas es conmensurable en longitud
con la (recta) expresable propuesta Ar y el cuadrado de la (recta) entera AH €S mayor
que el de la adjunta aH en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable en longitud
conella (aH) [X Ter. Def. 6]: pues bien, como el cuadrado de AH es mayor que el de Ha
en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable en longitud con ella (AH), entonces,
si se aplica a AH un paralelogramo igual a la cuarta parte del (cuadrado) aH deficiente
en la figura de un cuadrado, lo dividira en partes inconmensurables [X 18].
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Asi pues, dividase aH en dos partes iguales por el (punto) g, y apliquese a AH
un paralelogramo igual al (cuadrado) de eH, deficiente en la figura de un cuadrado,
y sea el (rectangulo comprendido) por Az, zH; entonces Az es inconmensurable en
longitud con zH. Pero, como Az es a zH, asi Al a zk [V 1]; luego Al es inconmensurable
con zk [X 11]. Y puesto que AH, Ar son (rectas) expresables conmensurables sélo
en cuadrado, Ak es medial [X 21]. Puesto que Ar, aH son, a su vez, expresables e
inconmensurables en longitud, ak es también medial [X 21]. Pues bien, como AH, HA
son conmensurables s6lo en cuadrado, entonces AH es inconmensurable en longitud
con Ha. Pero como AH es a Ha, asi AK a Ka [VI 1]; luego Ak es inconmensurable con
Ka [X 11], Constrayase, pues, el cuadrado Am igual a Al, y quitese N= igual a zK y
en torno al mismo angulo; entonces los cuadrados Am, N= estan en torno a la misma
diagonal [X 26]. Sea su diagonal op y constriyase la figura. De manera semejante a
los (teoremas) anteriores demostrariamos que AN es el lado del cuadrado equivalente
al (area) AB.



Digo que AN es la (recta) que hace con un (&rea) medial un (area) entera medial.

Pues como se ha demostrado que Ak es medial y es también igual a los (cuadrados)
de Ao, ON, entonces la suma de los (cuadrados) de Ao, oN es medial. Como se ha
demostrado a su vez que ak es medial y es igual al doble del (rectangulo comprendido)
por Ao, ON, el doble del (rectangulo comprendido) por Ao, oN es medial. Y como se ha
demostrado que Ak es inconmensurable con ak, los cuadrados de Ao, ON son también
inconmensurables con el doble del (rectangulo comprendido) por Ao, ON. Y puesto
que Al es inconmensurable con zk, entonces el (cuadrado) de Ao es inconmensurable
con el (cuadrado) de oN; luego Ao, ON son (rectas) inconmensurables en cuadrado que
hacen la suma de sus cuadrados medial y el doble del (rectangulo comprendido) por
ellas medial y ademas sus cuadrados inconmensurables con el doble del (rectangulo
comprendido) por ellas. Por tanto, AN es la (recta) no expresable llamada la que hace
con un (area) medial un (area) entera medial [X 78]; y es el lado del cuadrado
equivalente al area AB.

Por consiguiente, el lado del cuadrado equivalente al area es la (recta) que hace
con un (area) medial un &area entera medial. Q. E. D.

Prorosicion 97

El cuadrado de una ap6toma aplicado a una (recta) expresable produce como
anchura una primera apétoma.

Sea AB la apétoma y ra la (recta) expresable y apliquese a ra el (paralelogramo)
re igual al cuadrado de AB que produzca la anchura rz.

Digo que rz es una primera apotoma.

Sea, pues, BH la adjunta a AB; entonces AH, HB son (rectas) expresables
conmensurables s6lo en cuadrado [X 73]. Y apliquese ara el (paralelogramo) re igual
al (cuadrado) de AH, y el (paralelogramo) kA igual al cuadrado de BH. Entonces el
(paralelogramo) entero ra es igual a los (cuadrados) de AH, HB donde rE es igual al
(cuadrado) de AB; luego el (area) restante za es igual al doble del (rectangulo
comprendido) por AH, HB [Il 7], Dividase zm en dos partes iguales por el (punto)
N, Yy tracese por el (punto) N la (recta) N= paralela a rA; entonces cada uno de los
(rectangulos) z=, AN es igual al (rectdngulo comprendido) por AH, HB. Y como los
(cuadrados) de AH, HB son expresables, y am es igual a los (cuadrados) de AH, HB,
entonces AM es expresable, y se ha aplicado a la (recta) expresable rA produciendo
la anchura rm; luego rm es expresable y conmensurable en longitud con ra [X 20].
Como el doble del (rectangulo comprendido) por AH, HB es a su vez medial, y zA es
igual al doble del (rectangulo comprendido) por AH, HB, entonces zA es medial. Y
se ha aplicado a la (recta) expresable ra produciendo la anchura zm; entonces zm es
expresable e inconmensurable en longitud con ra [X 22]. Y como los (cuadrados) de
AH, HB son expresables, mientras que el doble del (rectangulo comprendido) por AH,
HB es medial, entonces los (cuadrados) de AH, HB son inconmensurables con el doble
del (rectangulo comprendido) por AH, HB. Y TA es igual a los (cuadrados) de AH, HB Y



zn al doble del (rectdngulo comprendido) por AH, HB; asi pues am es inconmensurable
con zA. Pero, como am es a zA, asi rm a zm [VI 1]. Entonces rm es inconmensurable
en longitud con zm [X 11]. Y ambas son expresables; luego rm, mz son (rectas)
expresables conmensurables sélo en cuadrado. Por tanto, rz es una apétoma [X 73],
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Digo ahora que es también primera.

Pues como el (rectangulo comprendido) por AH, HB es media proporcional de los
cuadrados de AH, HB, y re es igual al (cuadrado) de AH, mientras que KA es igual
al (cuadrado) de BH y NA al (rectdngulo comprendido) por AH, HB, entonces NA €s
media proporcional de re, kA; luego, como re es a NA, asi NA a KA. Pero como re es
a NA, asi 'k a NM; y COmMO NA €S a KA, asi Nm a kKM [VI 1]; entonces el (rectangulo
comprendido) por rk, km, es igual al (cuadrado) de nm [VI 17], es decir a la cuarta
parte del (cuadrado) de zm. Ahora bien, puesto que el (cuadrado) de AH es
conmensurable con el de HB, re es también conmensurable con kKA. Pero como esre a
KA, asi rk a km [V 1]; entonces rk es conmensurable con kv [X 11], Pues bien, como
™M, Mz son dos rectas desiguales y se ha aplicado a rm el (rectdngulo comprendido)
por rk, km igual a la cuarta parte del (cuadrado) de zm y deficiente on la figura de un
cuadrado, y rk es conmensurable con km, entonces el cuadrado de rm es mayor que
el de mz en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable en longitud con ella (rm) [X
17]. Y rm es conmensurable en longitud con la (recta) expresable propuesta ra; por
tanto rz es una primera apotoma [X Ter. Def. 1].

Por consiguiente, el (cuadrado) de una apdtoma aplicado a una (recta) expresable
produce como anchura una primera ap6toma. Q. E. D.

Prorosicion 98



El cuadrado de una primera apétoma de una medial, aplicado a una (recta)
expresable produce como anchura una segunda ap6toma.

Sea, pues, AB la primera ap6toma de una medial y ra la (recta) expresable, y
apliquese ara el (paralelogramo) re igual al (cuadrado) de AB que produzca la anchura
rz.

Digo que rz es una segunda apotoma.

Pues sea BH la adjunta a AB; entonces AH, HB son (rectas) mediales conmensurables
solo en cuadrado que comprenden un (rectdngulo) expresable [X 74]. Y apliquese
a ra el paralelogramo re igual al (cuadrado) de AH produciendo la anchura rk, y el
(paralelogramo) kA igual al (cuadrado) de HB produciendo la anchura km; entonces el
(&rea) entera rA es igual a los (cuadrados) de AH, HB; asi pues rA es también medial [X
15y 23 Por.]. Y se ha aplicado a la (recta) expresable ra produciendo la anchura riw;
entonces rm es expresable e inconmensurable en longitud con ra [X 22], Y como ra
es igual a los (cuadrados) de AH, HB donde el (cuadrado) de AB es igual a re, entonces
el (area) restante, el doble del (rectangulo comprendido) por AH, HB, es igual a zA [II
7], Pero el doble del (rectangulo comprendido) por AH, HB es expresable; luego za es
expresable. Y se ha aplicado a la (recta) expresable ze produciendo la anchura zwm;
por tanto, zm es también expresable y conmensurable en longitud con ra [X 20]. Pues
bien, como (la suma de) los (cuadrados) de AH, HB, es decir rA, es medial, mientras
que el doble del (rectangulo comprendido) por AH, HB, es decir, zA es expresable,
entonces rA es inconmensurable con zA. Pero como rA es a za, asi rm a zm [VI 1];
entonces rm es inconmensurable en longitud con zm [X 11]: y ambas son expresables;
luego rm, Mz son (rectas) expresables conmensurables sélo en cuadrado, por tanto,
rz es una apétoma [X 73].
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Digo ahora que también es segunda.



Pues dividase zm en dos partes iguales por el (punto) N, y tracese, por el (punto)
N, la (recta) N= paralela a ra; entonces cada una de las (areas) z=, NA es igual al
(rectangulo comprendido) por AH, HB; Y puesto que el (rectangulo comprendido) por
AH, HB es media proporcional de los (cuadrados) de AH, HB, y el cuadrado de AH es
igual a re, mientras que el (rectdngulo comprendido) por AH, HB €s (igual) a NA Y el
(cuadrado) de BH a kA, entonces NA es media proporcional de re, KA. Luego, como
ro es a NA, asi NA a KA. Pero como re es a NA, asi 'k a NM, Y COmo NA €S a KA, asi
NM a MK [VI 1]; entonces, como rk es a NM, asi Nm a km [V 11]; luego el (rectangulo
comprendido) por rk, km es igual al (cuadrado) de nm [VI 17], es decir a la cuarta
parte del (cuadrado) de zm. Pues bien, como rm, Mz son dos rectas desiguales, y se
ha aplicado a la mayor, rm, el (rectangulo comprendido) por rk, km igual a la cuarta
parte del (cuadrado) de mz, deficiente en la figura de un cuadrado y la divide en partes
conmensurables, entonces el cuadrado de rm es mayor que el de mz en el (cuadrado)
de una (recta) conmensurable en longitud con ella (rm) [X 17]. Y la adjunta zm es
conmensurable en longitud con la (recta) expresable propuesta ra; luego rz es una
segunda ap6toma [X Ter. Def. 2]

Por consiguiente, el cuadrado de la primera ap6toma de una medial, aplicado a
una (recta) expresable produce como anchura una segunda ap6toma. Q. E. D.

Prorosicion 99

El cuadrado de una segunda ap6toma de una medial, aplicado a una (recta)
expresable, produce como anchura una tercera apétoma.

Sea AB la segunda ap6toma de una medial, y ra la (recta) expresable, y apliquese
ara el (paralelogramo) re igual al (cuadrado) de AB produciendo la anchura rz.

Digo que rz es una tercera apotoma.

Sea, pues, BH la adjunta a AB; entonces AH, HB son (rectas) mediales
conmensurables solo en cuadrado que comprenden un (rectangulo) medial [X 75]. Y
apliquese ara el (paralelogramo) re igual al (cuadrado) de AH produciendo la anchura
rK, y apliquese a ko el (paralelogramo) kA igual al (cuadado) de BH produciendo la
anchura km; entonces el (area) entera ra es igual a los (cuadrados) de AH, HB; luego
rA es también medial [X 15y 23 Por.]. Y se ha aplicado a la (recta) expresable ra
produciendo la anchura rm; por tanto rm es expresable e inconmensurable en longitud
conra [X 23]. Y como el (area) entera ra es igual a los (cuadrados) de AH, HB, donde
re es igual al (cuadrado) de AB, entonces el (area) restante Az es igual al doble del
(rectangulo comprendido) por AH, HB [II 7], Pues bien, dividase zm en dos partes
iguales por el (punto) N, y tracese N= paralela a ra; entonces cada una de las (areas) z=,
NA es igual al (rectangulo comprendido) por AH, HB. Pero el (rectdngulo comprendido)
por AH, HB es medial; entonces zA es también medial. Y se ha aplicado a la recta
expresable ez produciendo la anchura zm; luego zm es también expresable e
inconmensurable en longitud con ra [X 22]. Y como AH, HB son conmensurables sélo
en cuadrado, entonces AH es inconmensurable en longitud con HB; luego el (cuadrado)



de AH es también inconmensurable con el (rectangulo comprendido) por AH, HB [VI 1
y X 11], Pero los (cuadrados) de AH, HB son conmensurables con el (cuadrado) de AH,
y el doble del (rectangulo comprendido) por AH, HB con el (rectangulo comprendido)
por AH, HB; asi pues, los (cuadrados) de AH, HB son inconmensurables con el doble
del (rectangulo comprendido) por AH, HB [X 13].
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Pero rA es igual a los (cuadrados) de AH, HB, mientras que zA es igual al doble
del (rectangulo comprendido) por AH, HB; entonces rA es inconmensurable con zA.

Pero como rA es a za, asi rm a zm [VI 1]. Entonces, rm es inconmensurable en
longitud con zm. Y ambas son expresables; luego rm, mz son (rectas) expresables
conmensurables s6lo en cuadrado; por tanto rz es apdtoma [X 73].

Digo ahora que también es tercera.

Pues como el (cuadrado) de AH es conmensurable con el (cuadrado) de HB,
entonces re es conmensurable con kA; de modo que rk lo es también con km [VI 1
y X 11], Y como el (rectdngulo comprendido) por AH, HB es media proporcional de
los (cuadrados) de AH, HB, y re es igual a AH, mientras que KA es igual al (cuadrado)
de HB, ¥ NA al (rectangulo comprendido) por AH, HB, entonces NA es también media
proporcional de re, kA; luego, como re es a NA asi NA a KA. Pero como re es a NA,
asi 'k a NM, y COmO NA €S a KA, asi NM a kM [VI 1]; entonces, como rk es a MN, asi
MN a kM [V 11]; luego el rectdngulo comprendido) por rk, km es igual [al cuadrado
de MmN, es decir]*? a la cuarta parte del (cuadrado) de zm. Pues bien, como rm, Mz son
dos rectas desiguales y se ha aplicado a rm un (paralelogramo) igual a la cuarta parte
del (cuadrado) de zm, deficiente en la figura de un cuadrado y la divide en (partes)
conmensurables, entonces el cuadrado de rm es mayor que el de mz en el (cuadrado)
de una (recta) conmensurable con ella (rm) [X 17]; y ninguna de las (rectas) rm, mz
es conmensurable en longitud con la (recta) expresable propuesta ra; por tanto rz es
una tercera apétoma [X Ter. Def. 3],



Por consiguiente, el cuadrado de una segunda ap6toma de una medial, aplicado
a una (recta) expresable produce como anchura una tercera apétoma. Q. E. D.

Proposicion 100

El cuadrado de una (recta) «menor», aplicado a una (recta) expresable produce
como anchura un cuarta apotoma.

Sea AB la (recta) «menor», y ra la expresable, y apliquese a la (recta) expresable
ra el (paralelogramo) re igual al cuadrado de AB, produciendo la anchura rz.

Digo que rz es una cuarta apoétoma.

Sea, pues, BH la adjunta a AB; entonces AH, HB son (rectas), inconmensurables en
cuadrado que hacen la suma de los cuadrados de AH, HB expresable y el doble del
(rectangulo comprendido) por AH, HB medial [X 76], Y apliquese a ra el
(paralelogramo) re igual al (cuadrado) de AH produciendo la anchura rk, y el
(paralelogramo) kA igual al (cuadrado) de BH produciendo la anchura kKm; entonces
el (&rea) entera ra es igual a los (cuadrados) de AH, HB. Y la suma de los (cuadrados)
de AH, HB es expresable; entonces rA es también expresable. Y se ha aplicado a la
(recta) expresable ra produciendo la anchura rm; luego rm es también expresable
y conmensurable en longitud con ra [X 20]. Y como el (area) entera ra es igual a
los (cuadrados) de AH, HB, donde rE es igual al (cuadrado) de AB, entonces el (area)
restante zA es igual al doble del (rectangulo comprendido) por AH, HB [11 7], Pues bien,
dividase zm en dos partes iguales por el (punto) N, y tracese, por el (punto) N, la (recta)
N= paralela a las dos (rectas) ra, MA; entonces, cada uno de los (rectangulos) z=, NA
es igual al (rectangulo comprendido) por AH, HB. Y como el doble del (rectangulo
comprendido) por AH, HB es medial y es igual a zA, entonces zA también es medial.
Y se ha aplicado a la (recta) expresable ze produciendo la anchura zm; luego zm es
expresable e inconmensurable en longitud con ra [X 22]. Y puesto que la suma de los
(cuadrados) de AH, HB es expresable, mientras que el (rectangulo comprendido) por
AH, HB es medial, entonces los cuadrados de AH, HB son inconmensurables con el doble
del (rectangulo comprendido) por AH, HB. Pero ra es igual a los cuadrados de AH, HB
y zA al doble del (rectangulo comprendido) por AH, HB. Luego rA es inconmensurable
con zA. Pero como rA es a za, asi rm a Mz [V 1]; entonces rm es inconmensurable en
longitud con mz [X 11], Y ambas son expresables; luego rm, Mz son rectas expresables
conmensurables solo en cuadrado; por tanto rz es una apotoma [X 73].
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Digo que también es cuarta.

Pues como AH, HB son inconmensurables en cuadrado, entonces el (cuadrado) de
AH es inconmensurable con el (cuadrado) de HB. Y re es igual al (cuadrado) de AH,
mientras que kA es igual al (cuadrado) de HB; asi pues, re es inconmensurable con KA.
Pero como re es a KA, asi rk akm [VI1 1], Entonces rk es inconmensurable en longitud
con Km. Y como el (rectangulo comprendido) por AH, HB es media proporcional de la
suma de los (cuadrados) de AH, HB, Y re es igual al (cuadrado) de AH, mientras que
el (cuadrado) de HB es igual a kKA, y el (rectangulo comprendido) por AH, HB @ NA,
entonces NA es media proporcional de re, KA; luego como re es a NA; asi NA a KA;
pero como re es a NA, asi 'k a NM Yy COmO NA es a KA, asi NM a km [V 1]; entonces,
COMO rk es a MN, asi MN a km [V 11]. Luego el (rectangulo comprendido) por rk, Km
es igual al (cuadrado) de mn [VI 17], es decir a la cuarta parte del (cuadrado) de zm.
Pues bien, como rm, mz son dos rectas desiguales, y se ha aplicado a rm el (rectangulo
comprendido) por rk, km igual a la cuarta parte del (cuadrado) de mz, deficiente en la
figura de un cuadrado y la divide en (partes) inconmensurables, entonces el cuadrado
de rm es mayor que el de mz en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con
ella (rm) [X 18]. Y la (recta) entera rm es conmensurable en longitud con la (recta)
expresable propuesta ra; por tanto, rz es una cuarta apétoma [X Ter. Def. 4].

Por consiguiente, el (cuadrado) de una (recta) «<menor»... etc. Q. E. D.

Prorosicion 101

El cuadrado de la recta que hace con un (area) expresable un (area) entera
medial, aplicado a una recta expresable, produce como anchura una quinta apétoma.



Sea, pues, AB la que hace con un (&rea) expresable un (area) entera medial, y ra
la (recta) expresable, y apliquese a ra el (paralelogramo) re igual al (cuadrado) de AB
produciendo la anchura rz.

Digo que rz es una quinta apotoma.

Sea, pues, BH la (recta) adjunta a AB. Entonces, AH, HB son rectas
inconmensurables en cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados medial y el doble
del (rectangulo comprendido) por ellas expresable [X 77]. Y apliquese a ra el
(paralelogramo) re igual al (cuadrado) de AH, y el (paralelogramo) kA igual al
(cuadrado) de HB; entonces el (area) entera ra es igual a los (cuadrados) de AH, HB.
Pero la suma de los (cuadrados) de AH, HB es medial; entonces rA es también medial.
Y se ha aplicado a la (recta) expresable ra produciendo la anchura rm; luego rm es
expresable e inconmensurable con ra [X 22]. Y como el (&rea) entera ra es igual a
los (cuadrados) de AH, HB, donde rE es igual al (cuadrado) de AB, entonces el (area)
restante zA es igual al doble del (rectangulo comprendido) por AH, HB [11 7]. Pues bien,
dividase zm en dos partes iguales por el (punto) N, y tracese por el (punto) N, la (recta)
N= paralela a las dos (rectas) ra, MA; entonces cada uno de los (rectangulos) z=, NA es
igual al (rectangulo comprendido) por AH, HB. Y puesto que el doble del (rectangulo
comprendido) por AH, HB es expresable y es igual a zA, entonces zA es expresable.
Y se ha aplicado a la (recta) expresable ez produciendo la anchura zm; luego zm es
expresable y conmensurable en longitud con ra [X 20]. Y como ra es medial y za
expresable, entonces rA es inconmensurable con zA. Pero como ra es a zA, asi rm a
Mz [VI 1]; entonces rm es inconmensurable en longitud con mz [X 11]. Y ambas son
expresables; luego rm, Mz son (rectas) expresables conmensurables s6lo en cuadrado;
por tanto rz es una ap6toma [X 73].
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Digo ahora que también es quinta.
Pues de manera semejante demostrariamos que el (rectdngulo) rk, km es igual al
(cuadrado) de Nm, es decir, a la cuarta parte del (cuadrado) de zm.




Y puesto que el (cuadrado) de AH es inconmensurable con el (cuadrado) de HB,
mientras que el (cuadrado) de AH es igual a re, y el (cuadrado) de HB a KA, entonces
re es inconmensurable con KA. Pero como re es a ka, asi rk akm [VI11]; luego rk es
inconmensurable en longitud con kM [X 11]. Pues bien, como rm, mz son dos rectas
desiguales y se ha aplicado a rm un paralelogramo igual a la cuarta parte del cuadrado
de zm, deficiente en la figura de un cuadrado y la divide en (partes) inconmensurables,
entonces, el cuadrado de rm es mayor que el de mz en el (cuadrado) de una (recta)
inconmensurable con ella (rm) [X 18]. Y laadjunta zm es conmensurable con la (recta)
expresable propuesta ra.

Por consiguiente, rz es una quinta apétoma [X Ter. Def. 5]. Q. E. D.

Proposicion 102

El cuadrado de la (recta) que hace con un (area) medial un (area) entera medial,
aplicado a una (recta) expresable, produce como anchura una sexta apotoma.

Sea, pues, AB la que hace con un (area) medial un (area) entera medial y ra la
(recta) expresable, y apliquese a ra el (paralelogramo) re igual al (cuadrado) de AB
produciendo la anchura rz.

Digo que rz es una sexta apotoma.

Sea, pues, BH la adjunta a AB; entonces AH, HB, son (rectas) inconmensurables
en cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados medial y el doble del (rectangulo
comprendido) por AH, HB medial y los cuadrados de AH, HB inconmensurables con el
doble del (rectangulo comprendido) por AH, HB [X 78]. Pues bien, apliquese a ra el
(paralelogramo) re igual al (cuadrado) de AH produciendo la anchura rk y el
(paralelogramo) kA igual al (cuadrado) de BH; entonces el (area) entera ra es igual a
los (cuadrados) de AH, HB; luego rA es también medial. Y se ha aplicado a la (recta)
expresable ra produciendo la anchura rm; asi pues, rm es expresable e
inconmensurable en longitud con ra [X 22]. Pues bien, como ra es igual a los
(cuadrados) de aH, HB, donde rE es igual al (cuadrado) de AB, entonces, el (area)
restante za es igual al doble del (rectangulo comprendido) por AH, HB [II 7]. Y el
doble del (rectangulo comprendido) por AH, HB es medial; luego zA es también medial.
Y se ha aplicado a la (recta) expresable ze produciendo la anchura zm; luego zm es
expresable e inconmensurable en longitud con ra [X 22], Y puesto que los (cuadrados)
de AH, HB son inconmensurables con el doble del (rectangulo comprendido) por AH,
HB Y A es igual a los (cuadrados) de AH, HB, Y zA es igual al doble del (rectangulo
comprendido) por AH, HB, entonces rA es inconmensurable con zA. Pero como ra es a
ZA, asirmamz [VI 11]; entonces rm es inconmensurable en longitud con mz [X 11], Y
ambas son expresables. Luego rm, Mz son (rectas) expresables conmensurables solo
en cuadrado. Por tanto rz es una apétoma [X 73],
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Digo ahora que también es sexta.

Pues como zA es igual al doble del (rectangulo comprendido) por AH, HB, dividase
zm en dos partes iguales por el (punto) N, y tracese por el (punto) N la (recta) N=
paralela a ra; entonces cada una de las (&reas) z=, NA es igual al (rectangulo
comprendido) por AH, HB. Y COMO AH, HB son inconmensurables en cuadrado,
entonces el (cuadrado) de AH es inconmensurable con el (cuadrado) de HB. Pero re
es igual al (cuadrado) de AH, y KA es igual al (cuadrado) de HB. Asi pues, re es
inconmensurable con KA. Pero como re es a kA, asi rk a km [VI 1]; luego rk es
inconmensurable con km [X 11]; y puesto que el (rectangulo comprendido) por AH,
HB es media proporcional de los cuadrados de AH, HB, y re es igual al (cuadrado)
de AH, mientras que KA es igual al (cuadrado) de HB, y NA es igual al (rectangulo
comprendido) por AH, HB, entonces NA es también media proporcional de re, KA; por
tanto, como re es a NA, asi NA a KA. Y por lo mismo, el cuadrado de rm es mayor
que el de mz en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (rm) [X 18]. Y
ninguna de ellas es conmensurable con la (recta) expresable propuesta ra.

Por consiguiente, rz es una sexta apétoma. Q. E. D.

Proposicion 103

Una recta conmensurable en longitud con una ap6toma es apétoma y del mismo
orden.

Sea AB una apotoma, y sea ra conmensurable en longitud con ella.

Digo que ra es apotoma y del mismo orden que AB.

Pues como AB es una apotoma, sea Be la adjunta a ella; entonces AE, EB son (rectas)
expresables conmensurables sélo en cuadrado [X 73]. Y hagase de forma que ra
guarde con AB la misma razon que Be con az [VI 12]; entonces como una es a una,



asi todas a todas [V 12]*L; luego como la (recta) entera AE es a la (recta) entera rz,
asi también AB a ra. Pero AB es conmensurable en longitud con ra. Entonces AE es
también conmensurable con rz y Be con az [X 11]. Ahora bien, AE, EB son (rectas)
expresables conmensurables solo en cuadrado; luego rz, za son también (rectas)
expresables conmensurables solo en cuadrado [X 13].

Ahora bien, dado que, como AE es a rz, asi BE a Az, entonces, por alternancia,
COMO AE €S a EB, asi rz a za [VI 16]. Asi pues, el cuadrado de AE es mayor que el de
EB 0 bien en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con (AE), o bien en el de una
inconmensurable con ella. Pues bien, si el cuadrado de AE es mayor que el de EB en
el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (AE), el cuadrado de rz también
sera mayor que el de za en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (rz)
[X 14]. Y si AE es conmensurable en longitud con la (recta) expresable propuesta,
también lo serd rz [X 12], pero, si BE, también az [id], y si ninguna de las (rectas) AE,
eB (lo es), tampoco (lo serd) ninguna de las (rectas) rz, za [X 13]. Pero si el cuadrado
de AE es mayor que [el de EB] en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con
ella (Ag), el cuadrado de rz sera también mayor que el de za en el (cuadrado) de una
(recta) inconmensurable con ella (rz) [X 14]. Ahora bien, si AE es conmensurable en
longitud con la (recta) expresable propuesta, también rz. y si Be (lo es), también az
[X 12], pero si no lo es ninguna de las (rectas) A, EB tampoco lo sera ninguna de las
(rectas) rz, za [X 13].

Por consiguiente, ra es apdtoma y del mismo orden que AB. Q. E. D.

Proposicion 104

Una recta conmensurable con una apétoma de una medial es apdtoma de una
medial y del mismo orden.

Sea, pues, AB una apotoma de una medial, y sea ra conmensurable en longitud
con AB; digo que ra es también ap6toma de una medial y del mismo orden que AB.
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Pues como AB es una ap6toma de una medial, sea e la adjunta. Entonces AE, EB
son (rectas) mediales conmensurables s6lo en cuadrado [X 74, 75]. Y hagase de forma
que, COMO AB €S a ra, asi BE a Az [V 12]; entonces AE es también conmensurable con
rzy Be con az [V 12y X 11]. Pero AE, EB son (rectas) mediales conmensurables sélo
en cuadrado; entonces rz, za son también rectas mediales [X 23] conmensurables sélo
en cuadrado [X 13]; luego ra es ap6toma de una medial [X 74, 75].

Digo ahora que es también del mismo orden que AB.

Pues, como AE es a EB, asi rz a za, entonces, como el (cuadrado) de AE es al
(rectangulo comprendido) por Ag, EB, asi el (cuadrado) de rz al (rectangulo
comprendido) por rz, za. Pero el (cuadrado) de AE es conmensurable con el de rz;
luego el (rectangulo comprendido) por Ag, EB es también conmensurable con el
(rectangulo comprendido) por rz, za [V 6 y X 11], Pues bien, si el (rectangulo
comprendido) por AE, EB es expresable, el (rectangulo comprendido) por rz, za sera
también expresable [X Def. 4], si el (rectangulo comprendido) por AE, EB es medial,
el (rectdngulo comprendido) por rz, za es también medial [X 23 Por.].

Por consiguiente, rA es una aptoma de una medial y del mismo orden que AB.
Q.E.D.

Proposicion 105

Una (recta) conmensurable con una (recta) «menor» es «menor».



Sea, pues, AB la recta «<menor» y ra conmensurable con ella.

Digo que ra es «menor».

Pues hagase lo mismo (que antes); y como AE, EB son inconmensurables en
cuadrado [X 76], entonces rz, za son también inconmensurables en cuadrado [X 13].
Pues bien, dado que, como AE es a EB, asi ra a za [VI 12 y V 16], entonces, como
el (cuadrado) de At es al de EB, asi también el (cuadrado) de rz al de za [VI 22],
Luego, por composicién, como los (cuarados) de AE, e son al (cuadrado) de EB, asi
los (cuadrados) de rz, za al (cuadrado) de za [V 18]; pero el (cuadrado) de BE es
conmensurable con el de az; entonces la suma de los cuadrados de AE, EB €S
conmensurable con la suma de los cuadrados de rz, za [V 16 y X 11]. Pero la suma
de los cuadrados de AE, EB es expresable [X 76], asi pues, la suma de los cuadrados de
rz, za es también expresable [X Def. 4]. Puesto que, a su vez, como el (cuadrado) de
AE es al (rectangulo comprendido) por AE, EB, asi el (cuadrado) de az al (rectangulo
comprendido) por rz, za, mientras que el (cuadrado) de AE es conmensurable con el
cuadrado de rz, entonces, el (rectdngulo comprendido) por AE, EB es también
conmensurable con el (rectingulo comprendido) por rz, za. Pero el (rectangulo
comprendido) por AE, e es medial [X 76]; entonces el (rectangulo comprendido) por
rz, za es también medial [X 23 Por.]; luego rz, za son (rectas) inconmensurables en
cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados expresable y el (rectangulo
comprendido) por ellas medial.

—A T

Por consiguiente, ra es «<menor». Q. E. D.



Proposicion 106

Una (recta) conmensurable con la (recta) que hace con un (area) expresable un
(area) entera medial es también una (recta) que hace con un (area) expresable un
(area) entera medial.

Sea AB la que hace con un (&rea) expresable un (area) entera medial y ra
conmensurable con ella.

~A T
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Digo que ra es también una (recta) que hace con un (area) expresable un (area)
entera medial.

Sea, pues, BE la adjunta a AB; entonces AE, EB son (rectas) inconmensurables en
cuadrado que hacen la suma de los cuadrados de Ag, EB medial y el (rectangulo
comprendido) por ellas expresable [X 77]. Sigase la misma construccion (que antes).
Demostrariamos de manera semejante a los (teoremas) anteriores que rz, za guardan
la misma razon que AE, B Y la suma de los cuadrados de AE, EB es conmensurable con
la suma de los cuadrados de rz, za y el (rectangulo comprendido) por Ag, EB con el
(rectangulo comprendido) por rz, za; de modo que rz, za son (rectas)
inconmensurables en cuadrado que hacen la suma de los cuadrados de rz, za medial
y el (rectangulo comprendido) por ellas expresable.



Por consiguiente, ra es una (recta) que hace con un (area) expresable un (area)
entera medial [X 77], Q. E. D.

Proposicion 107

Una (recta) conmensurable con la que hace con un (area) medial un (area) entera
medial es también ella misma una (recta) que hace con un (area) medial un (area)
entera medial.

Sea AB una (recta) que hace con un (area) medial un (area) entera medial y sea
ra conmensurable con AB.

Digo que ra es también una (recta) que hace con un (area) medial un (area) entera
medial.

Sea, pues, BE la adjunta a AB, y sigase la misma construccion; entonces AE, EB son
(rectas) inconmensurables en cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados medial
y el (rectangulo comprendido) por ellas también medial y ademas la suma de sus
cuadrados inconmensurable con el (rectdngulo comprendido) por ellas [X 78]. Ahora
bien, segin se ha demostrado, AE, EB son conmensurables con rz, za, y la suma de
los cuadrados de Ag, EB con la suma de los cuadrados de rz, za, y el (rectangulo
comprendido) por Ag, B con el (rectangulo comprendido) por rz, za; entonces rz,
zA son (rectas) inconmensurables en cuadrado que hacen la suma de sus cuadrados
medial y el (rectangulo comprendido) por ellas también medial y ademas la suma de
sus cuadrados inconmensurable con el (rectdngulo comprendido) por ellas.
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Por consiguiente, ra es una (recta) que hace con un (area) medial un (&rea) entera
medial [X 78]. Q. E. D.

Proposicion 108

Si de un (area) expresable se quita un (area) medial, el lado del cuadrado
equivalente al area restante es una de estas dos (rectas) no expresables: o bien una
apétoma o bien una «menor».

Quitese, pues, del (area) expresable Br el (area) medial Ba.
Digo que el lado del cuadrado equivalente al area restante Er es una de estas dos
(rectas) no expresables; o bien una apdtoma o bien una «menor».
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Pues péngase la (recta) expresable zH, y apliquese a zH el paralelogramo
rectangulo He igual a Br, y quitese el (paralelogramo) Hk igual a AB; entonces el (area)
restante er es igual a Ae. Pues bien, como Br es expresable, mientras que Ba es medial,
y Br es igual a He, mientras que BA es (igual) a HK, entonces Ho es expresable y
HK medial. Y se han aplicado a la (recta) expresable zH; luego ze es expresable y
conmensurable en longitud con zH [X 20]; y zk es expresable e inconmensurable en
longitud con zH [X 22]; por tanto, ze es inconmensurable en longitud con zk [X 13].
Entonces ze, zk son (rectas) expresables conmensurables sélo en cuadrado; luego ke
es una apotoma [X 73], y Kz la adjunta a ella. Entonces el cuadrado de ez es mayor
que el de zk en el (cuadrado) de una (recta) o conmensurable con (ez) o no.

Sea, en primer lugar, su cuadrado mayor en el (cuadrado) de una (recta)
conmensurable. Ahora bien, la (recta) entera ©z es conmensurable en longitud con la
(recta) expresable propuesta zH; luego ke es una primera apétoma [X Ter. Def. 1].
Pero el lado del cuadrado equivalente al (rectangulo comprendido) por una (recta)

K




expresable y una primera ap6toma, es una apétoma [X 91]. Luego el lado del cuadrado
equivalente a Ao, es decir a Er, es una apotoma.

Pero si el cuadrado de ez es mayor que el de zk en el (cuadrado) de una (recta)
inconmensurable con ella (ez) y la (recta) entera ze es conmensurable en longitud
con la (recta) expresable propuesta zH, ke es una cuarta ap6toma [X Ter. def. 4]. Y el
lado del cuadrado equivalente al (rectangulo comprendido) por una (recta) expresable
y una cuarta apotoma es una (recta) «menor» [X 92]. Q. E. D.

Proposicion 109

Si se quita de un (area) medial un (area) expresable, resultan otras dos rectas
no expresables: o bien la primera ap6toma de una medial, o bien la que hace con un
(area) expresable un (area) entera medial.

Quitese, pues, del (area) medial Br el (area) expresable Ba.

Digo que el lado del cuadrado equivalente al (area) restante er es una de estas dos
(rectas) no expresables, o bien la primera apotoma de una medial, o bien la que hace
con un (area) expresable un (area) entera medial.
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Pues bien, pongase la (recta) expresable zH y apliquense las areas de manera
semejante (a los teoremas precedentes). Ahora, en consecuencia, ze es expresable e
inconmensurable en longitud con zH, mientras que Kz es expresable y conmensurable
en longitud con zH; entonces zo, zk son (rectas) expresabas conmensurables s6lo en
cuadrado [X 13], luego ke es una ap6toma y zk la adjunta a ella [X 73]. Asi pues, el
cuadrado de ez es mayor que el de zk o bien en el (cuadrado) de una (recta)
conmensurable con (ez) o bien en el de una inconmensurable con ella.

Pues bien, si el cuadrado de ez es mayor que el de zk en el (cuadrado) de una
(recta) conmensurable con ella (ez), y la adjunta a ella, zk, es conmensurable en
longitud con la (recta) expresable propuesta zH, ke es una segunda apétoma [X Ter.
Def. 2]. Pero zH es expresable; de modo que el lado del cuadrado equivalente al (area)
Ne, es decir a er, es la primera ap6toma de una medial [X 92].

Pero si el cuadrado de ez es mayor que el de zk en el (cuadrado) de una (recta)
inconmensurable, y la (recta) adjunta zk es conmensurable en longitud con la (recta)
expresable propuesta zH, Ko es una quinta ap6toma [X Ter, Def. 5]; de modo que el



lado del cuadrado equivalente a Er es la (recta) que hace con un (area) expresable un
(&rea) entera medial [X 95] Q. E. D.

Proposicion 110

Si se quita de un (area) medial otra (area) medial inconmensurable con el (area)
entera, resultan las dos (rectas) no expresables restantes: o bien la segunda ap6toma
de una medial o bien la que hace con un (area) medial un (area) entera medial.

Quitese, pues, como en las construcciones anteriores, del (area) medial sr, el
(area) medial Ba inconmensurable con el (area) entera.

Z K ©
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Digo que el lado del cuadrado equivalente al (area) Er es una de estas dos (rectas)
no expresables, o bien la segunda ap6toma de una medial, o bien la que hace con un
(area) medial un (area) entera medial.

Pues como cada una de las (areas) Br, Ba es medial, y Br es inconmensurable
con BA, en consecuencia, cada una de las dos (rectas) ze, zk sera expresable e
inconmensurable en longitud con zH [X 22]. Y puesto que Br es inconmensurable con
BA, s decir He con HK, ez es también inconmensurable con zk [VI 1y X 11]; luego



zo, zK son (rectas) expresables conmensurables sdlo en cuadrado; por tanto, ke es
una apotoma [X 73].

Ahora bien, si el cuadrado de ze es mayor que el de zk en el (cuadrado) de una
(recta) conmensurable con ella (ze) y ninguna de las (rectas) ze, zk es conmensurable
en longitud con la (recta) expresable propuesta zH, Ko es una tercera apdtoma [X
Ter. Def. 3]. Pero kA es expresable, y el (rectangulo comprendido) por una (recta)
expresable y una tercera ap6toma no es expresable, y el lado del cuadrado equivalente
a él tampoco es expresable y se Ilama segunda apétoma de una medial [X 93]; de
modo que el lado del cuadrado equivalente a Ao, es decir aer, es una segunda apdtoma
de una medial.

Pero si el cuadrado de ze es mayor que el de zk en el (cuadrado) de una (recta)
inconmensurable con ella (zo) y ninguna de las (rectas) ez, zk es conmensurable en
longitud con zH, ke es una sexta apétoma [X Ter. Def. 6]. Pero el lado del cuadrado
equivalente al (rectangulo comprendido) por una (recta) expresable y una sexta
apotoma es la (recta) que hace con un (area) medial un (area) entera medial [X 96].

Por consiguiente, el lado del cuadrado equivalente a Ao, es decir a Er, es una
(recta) que hace con un (area) medial un (area) entera medial. Q. E. D.

Prorosicion 111

La apdtoma no es la misma que la binomial.

Sea AB una apotoma.

Digo que AB no es la misma que una binomial.

Pues, si es posible séalo. PAngase la (recta) expresable ar, y apliquese a ra el
rectangulo re igual al (cuadrado) de AB produciendo la anchura ae. Pues bien, como AB
es una apotoma, AE es una primera apétoma [X 97], Sea ez la adjunta a ella; entonces
Az, ZE son (rectas) expresables conmensurables sélo en cuadrado, y el cuadrado de az
es mayor que el de ze en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (az), y
Az es conmensurable en longitud con la (recta) expresable propuesta ar [X Ter. Def.
1]. Como, a su vez, AB es una binomial, entonces At es una primera binomial [X 60].
Dividase en sus terminos por el punto H, y sea aAH el término mayor; entonces aH,
HE son (rectas) expresables conmensurables sélo en cuadrado y el (cuadrado) de aH
es mayor que el de He en el cuadrado de una (recta) conmensurable con ella (aH),
mientras que el (término) mayor aH es conmensurable en longitud con la (recta)
expresable propuesta ar [X Seg. Def. 1]. Luego az es conmensurable en longitud con
AH [X 12]; por tanto, la (recta) restante Hz es también conmensurable en longitud con
Az [X 15]. Pero az es inconmensurable en longitud con Ez; entonces zH es también
inconmensurable en longitud con ez [X 13]. Luego Hz, zE son (rectas) expresabas
conmensurables s6lo en cuadrado; por tanto EH es una apdtoma [X 73]. Pero también
es expresable; lo cual es imposible.
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Por consiguiente, la ap6toma no es la misma que la binomial. Q. E. D.

La ap6toma y las (rectas) no expresables subsiguientes no son las mismas que la
medial ni entre si.

Pues el cuadrado de una medial, aplicado a una recta expresable, produce como
anchura una (recta) expresable inconmensurable en longitud con aquella a la que se
ha aplicado [X 22], mientras que el cuadrado de una ap6toma, aplicado a una recta
expresable, produce como anchura una primera ap6toma [X 97], y el (cuadrado) de
la primera ap6toma de una medial, aplicado a una (recta) expresable, produce como
anchura una segunda apétoma [X 98], mientras que el (cuadrado) de la segunda
apotoma de una medial, aplicado a una (recta) expresable produce como anchura una
tercera apétoma [X 99]; pero el (cuadrado) de una «menors», aplicado a una (recta)
expresable, produce como anchura una cuarta apétoma [X 100]; y el cuadrado de
la que hace con un (area) expresable un (area) entera medial, aplicado a una (recta)



expresable, produce como anchura una quinta ap6toma [X 101], mientras que el
cuadrado de la que hace con un (area) medial un (area) entera medial, aplicado a una
(recta) expresable, produce como anchura una sexta apétoma [X 102].

Pues bien, puesto que las antedichas anchuras difieren de la primera y entre si,
de la primera porque es expresable y entre si porque no son del mismo orden, es
evidente que también las propias (rectas) no expresables difieren entre si. Y como
se ha demostrado que la apdtoma no es la misma que la binomial [X 111], sino que,
aplicadas a una recta expresable, las subsiguientes a la ap6toma producen como
anchuras ap6tomas, cada una de acuerdo con su orden, mientras que las subsiguientes
a la binomial (producen) como anchuras binomiales de acuerdo con su propio orden,
entonces, las subsiguientes a la apdtoma son diferentes y las subsiguientes a la
binomial son diferentes, de modo que hay en la serie trece rectas no expresables en
total:

Medial.

Binomial.

Primera bimedial.

Segunda bimedial.

«Mayor».

Lado del cuadrado equivalente a un (&rea) expresable mas una medial.
Lado del cuadrado equivalente a dos (&reas) mediales.
Apoétoma.

Primera ap6toma de una medial.

Segunda apdtoma de una medial.

«Menor».

La que hace con un (area) expresable un (&rea) entera medial.
La que hace con un (area) medial un (area) entera medial.

[Proposicion 11242

El cuadrado de una (recta) expresable, aplicado a una binomial produce como
anchura una ap6toma cuyos términos son conmensurables con los términos de la
binomial y ademas guardan la misma razon y la apdtoma resultante es del mismo
orden que la binomial.

Sea A la (recta) expresable y Br la binomial cuyo término mayor es ar, y sea el
(rectangulo comprendido) por Br, ez igual al (cuadrado) de A.

Digo que Ez es una ap6toma cuyos términos son conmensurables con ra, aB y
guardan la misma razén y ademas ez es del mismo orden que Br.
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Pues sea a su vez el (rectangulo comprendido) por Ba, H igual al (cuadrado) de A.
Pues bien, puesto que el (rectangulo comprendido) por Br, ez es igual al (rectangulo
comprendido) por Ba, H, entonces, cOmo re es a BA, asi H a ez [VI 16]. Pero rs es
mayor que BaA; entonces H es mayor que ez [VI1 16, V 14]. Sea e igual a H; entonces,
COMO B €S a BA, asi ©E a Ez; luego, por separacion, como ra esaBa, asi eza ze [V 17].
Y hégase de forma que como oz es a zg, asi zk a Kg; entonces la (recta) entera ok es
a la (recta) entera Kz, como zK es a KE, porque como uno de los antecedentes es a uno
de los consecuentes, asi todos los antecedentes a todos los consecuentes [V 12]. Pero
COMO zK es a KE, asi ra a aB [V 11]; entonces, como ek es a Kz, asi también ra es a aB
[id.]. Pero el (cuadrado) de ra es conmensurable con el (cuadrado) de aB [X 36]; luego
el (cuadrado) de ek es también conmensurable con el (cuadrado) de kz [VI 22; X 11].
Ahora bien, como el cuadrado de ek es al (cuadrado) de Kz, asi ek a KE, puesto que las
tres (rectas) ek, Kz, Ke son proporcionales [V Def. 9]. Por tanto, ek es conmensurable
en longitud con ke; de modo que e es también conmensurable en longitud con Ek
[X 15]. Y puesto que el cuadrado de A es igual al (rectangulo comprendido) por Ee,
BA, Y el cuadrado de A es expresable, entonces el (rectangulo comprendido) por Ee,
BA es también expresable. Y se ha aplicado a la (recta) expresable Ba; entonces o es
una (recta) expresable conmensurable en longitud con Ba [X 20], de modo que Ek,
al ser conmensurable con ella, es también expresable y conmensurable en longitud
con Ba. Pues bien, dado que, como ra es a aB, asi zk a Kg, mientras que ra, AB son
conmensurables sélo en cuadrado, zk, Ke son también conmensurables sélo en
cuadrado [X 11]. Pero KE es expresable, luego zk es también expresable. Por tanto,
ZK, KE son (rectas) expresables conmensurables sdlo en cuadrado. Asi pues, Ez es una
apo6toma [X 73].

Ahora bien, el cuadrado de ra es mayor que el de aB en el (cuadrado) de una
(recta) conmensurable con (ra) o en el de una inconmensurable con ella.

Pues bien, si el cuadrado de ra es mayor que el de aB en el cuadrado de una (recta)
conmensurable, también el cuadrado de zk es mayor que el de Ke en el (cuadrado) de
una (recta) conmensurable con ella (zk) [X 14]. Y si ra es conmensurable en longitud
con la (recta) expresable propuesta, también zk lo es [X 11 y 12], pero si lo es Ba,



también ke [X 12]; y si no lo es ninguna de las dos (rectas) ra, ag, tampoco (lo serd)
ninguna de las dos (rectas) zK, KE.

Ahora bien, si el cuadrado de ra es mayor que el de aB en el (cuadrado) de una
(recta) inconmensurable con ella (ra), también el cuadrado de zk sera mayor que el
de KE en el cuadrado de una (recta) inconmensurable con ella (zk) [X 14]. Y si ra
es conmensurable en longitud con la (recta) expresable propuesta, también zk lo es;
pero si lo es Ba, también KE, y si ninguna de las dos (rectas) ra, aB lo es, tampoco lo
sera ninguna de las (rectas) zk, kg; de modo que ze es una apétoma cuyos términos
ZK, KE son conmensurables con los términos ra, aB de la binomial y guardan la misma
razén; y (ze) es del mismo orden que Br. Q. E. D.

Proposicion 113

El cuadrado de una (recta) expresable, aplicado a una ap6toma, produce como
anchura una (recta) binomial cuyos términos son conmensurables con los términos
de la ap6toma y guardan la misma razon, y ademas la binomial resultante es del
mismo orden que la apétoma.

Sea, pues, A la recta expresable y Ba la apdtoma, y sea el (rectangulo
comprendido) por Ba, ke igual al (cuadrado) de A, de modo que el (cuadrado) de la
(recta) expresable A, aplicado a la apdtoma Ba produce la anchura ke.
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Digo que ke es una binomial cuyos términos son conmensurables con los
términos de Ba y guardan la misma razon, y ademas ke es del mismo orden que BA.

Pues sea ar la (recta) adjunta a Ba; entonces Br, ra son (rectas) expresables
conmensurables sélo en cuadrado [X 73]. Y sea el (rectdngulo comprendido) por Br, H
igual al (cuadrado) de A. Pero el (cuadrado) de A es expresable; entonces el (rectangulo
comprendido) por Br, H es también expresable. Y se ha aplicado a la (recta) expresable
Br; luego H es expresable y conmensurable en longitud con Br [X 20]. Pues bien,
como el (rectangulo comprendido) por Br, H es igual al (rectangulo comprendido) por
BA, K@, entonces, proporcionalmente, como rB es a Ba, asi ke a H [VI 16]. Pero Br
€s mayor que BA, entonces ke es mayor que H [VI 16 y V 14]. Hagase Ke igual a H;
entonces Ke es conmensurable en longitud con Br. Ahora bien, dado que como rBs es
a BA, asi ©K a KE, entonces, por conversion, como Br es a ra, asi ke a ee [V 19 Por.].
Héagase de forma que como Ke es a ek, asi ©z a zg; entonces la (recta) restante Kz es
aze Como Ko es a ek, es decir, como Br ara [V 19]. Pero Br, ra son conmensurables
solo en cuadrado [X 11]. Luego también Kz, ze son conmensurables sélo en cuadrado.
Y dado que, como Ko es a ek, Kz €S a ze, mientras que, COMO Ko €S a Ok, 6Z a ZE,
entonces, como Kz es a zo, oz a ze [V 11]; de modo que también como la primera
es a la tercera, el (cuadrado) de la primera es al (cuadrado) de la segunda [V Def. 9];



luego también, como Kz es a zk, asi el (cuadrado) de kz al (cuadrado) de ze. Pero
el (cuadrado) de kz es conmensurable con el (cuadrado) de ze, porque Kz, ze son
conmensurables en cuadrado; entonces Kz es también conmensurable en longitud con
ze [X 11]; de modo que kz es también conmensurable en longitud con ke [X 15].
Pero KE es expresable y conmensurable en longitud con Br; entonces, kz también seré
expresable y conmensurable en longitud con Br [X 12]. Y puesto que, cOmo Br es
a ra, asi Kz a ze, por alternancia, como Br es a Kz, asi ar a ze [V 16]. Pero Br es
conmensurable con kz; asi pues, ze es conmensurable en longitud con ra [X 11].
Pero Br, ra son (rectas) expresables conmensurables sélo en cuadrado; luego kz, ze
son (rectas) expresables [X Def. 3] conmensurables s6lo en cuadrado; por tanto ke
es binomial.

Pues bien, si el cuadrado de Br es mayor que el de ra en el (cuadrado) de una
(recta) conmensurable con ella (Br), también el (cuadrado) de kz sera mayor que el
de zo en el (cuadrado) de una (recta) conmensurable con ella (kz) [X 14]. Y si Br es
conmensurable en longitud con la (recta) expresable propuesta, también kz lo ser3,
pero si ra es conmensurable con la (recta) expresable propuesta, también ze (lo serd),
y si ninguna de las (rectas) Br, ra lo es, ninguna de las (rectas) kz, ze (lo sera).

Ahora bien, si el cuadrado de Br es mayor que el de ra en el (cuadrado) de una
(recta) inconmensurable con ella (8r), el (cuadrado) de Kz serd también mayor que
el de zo en el (cuadrado) de una (recta) inconmensurable con ella (kz) [X 14]. Y si
Br es conmensurable en longitud con la (recta) expresable propuesta, kz también (lo
serd), pero si lo es ra, ze también (lo serd), y si ninguna de las (rectas) Br, ra (lo es),
ninguna de las (rectas) Kz, zo lo seré.

Por consiguiente, ke es una binomial cuyos términos Kz, ze son conmensurables
con los términos Br, ra de la ap6toma, y guardan la misma razén y ademas ke es del
mismo orden que Br. Q. E. D.

Prorosicion 114

Si un area esta comprendida por una apétoma y una binomial cuyos términos
son conmensurables con los términos de la ap6toma y guardan la misma razon, el
lado del cuadrado equivalente al area es expresable.

Sea, pues, comprendida el area A, ra por la ap6toma AB y la binomial ra cuyo
término mayor sea re, y sean los términos de la binomial re, Ea conmensurables con
los términos de la apdtoma Az, zB y guarden la misma razén, y sea H el lado del
cuadrado equivalente al (rectangulo comprendido) por AB, ra.

Digo que H es expresable.

Pues pdngase la (recta) expresable o, y apliquese a ra un (paralelogramo) igual
al (cuadrado) de e produciendo la anchura KA; entonces KA es una apotoma; sean sus
términos KM, MA conmensurables con los téerminos re, ea de la binomial y guarden la
misma razén [X 112]. Pero re, ea son también conmensurables con Az, zB y guardan
la misma razon. Entonces, como Az es a zB, asi KM a MA. Luego, por alternancia, como



AZ €S a KM, asi Bz a AM; por tanto, la (recta) restante AB es a la (recta) restante kKA
como Az es akm [V 19].

A B Z

A M
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Pero Az es conmensurable con kv [X 12]; entonces AB es también conmensurable
con KA [X 11].

Ahora bien, como AB es a KA, asi el (rectangulo comprendido) por ra, AB al
(rectangulo comprendido) por ra, kKA [VI 1]. Luego el (rectangulo comprendido) por
ra, AB es conmensurable también con el (rectangulo comprendido) por ra, kKA [X 11].

Pero el (rectdngulo comprendido) por ra, kA es igual al (cuadrado) de e; asi pues,
el (rectangulo comprendido) por ra, AB es conmensurable con el (cuadrado) de e.
Pero el (rectangulo comprendido) por ra, AB es igual al (cuadrado) de H; entonces el
(cuadrado) de H es conmensurable con el (cuadrado) de e. Pero el (cuadrado) de o es
expresable, luego el cuadrado de H es expresable. Por tanto, H es expresable. Y es el
lado del cuadrado equivalente al (rectangulo comprendido) por ra, AB.

Por consiguiente, si un area esta comprendida por una ap6toma y una binomial
cuyos términos son conmensurables con los términos de la ap6toma y guardan la
misma razon, el lado del cuadrado equivalente al area es expresable.

Porisma:

Y por eso también nos queda claro lo siguiente: que es posible que un area
expresable esté comprendida por rectas no expresables. Q. E. D.

Proposicion 115



A partir de una (recta) medial se produce un nimero infinito de (rectas) no
expresables y ninguna de ellas es la misma que ninguna de sus predecesoras.

Sea, pues, A una (recta) medial.

Digo que, a partir de A se produce un nimero infinito de rectas no expresables y
que ninguna de ellas es la misma que una de sus predecesoras.

Pues pongase la (recta) expresable B, y sea el cuadrado de r igual al (rectangulo
comprendido) por B, A; entonces r no es expresable [X Def. 4]; porque un (area)
comprendida por una (recta) expresable y una (recta) no expresable es un (&rea) no
expresable [Deduc. de X 20]. Y no es la misma que ninguna de sus predecesoras
porque ninguno de los cuadrados de las predecesoras aplicado a una (recta) expresable
produce como anchura una (recta) medial. Sea, a su vez, el (cuadrado) de a igual
al (rectangulo comprendido) por B, r; entonces el (cuadrado) de a no es expresable
[Deduc. de X 20]. Luego a es una (recta) no expresable [X Def. 4]; y no es la misma
que ninguna de sus predecesoras, porque ninguno de los cuadrados de las predecesoras
aplicado a una (recta) expresable, produce como anchura r. De manera semejante,
entonces, avanzando en la serie ad infinitum queda claro que, a partir de una (recta)
medial se produce un nimero infinito de (rectas) no expresables y ninguna es la misma
gue una de sus predecesoras. Q. E.D.]

Al |




1 Traduzco por «conmensurables en cuadrado» la expresién dynamei symmetroi. El término dynamis corre
la misma suerte que otras muchas expresiones matematicas griegas: ademas de la riqueza de sentidos con que
cuenta en el uso ordinario, adquiere diversos significados especificos en distintos contextos especializados. Su
sentido caracteristico en matematicas suele ser el que corresponde a la operacion o resultado de elevar a la segunda
potencia, al cuadrado. Este sentido, cuyo paradigma es el cuadrado construido sobre una recta dada, es el pertinente
en los Elementos. Cuando aqui se habla de magnitudes conmensurables en cuadrado, las razones consideradas
median no entre las magnitudes nombradas sino entre las magnitudes que se derivan de ellas por esa operacion.
Para comparar, e. g., dos lineas «en cuadrado», Euclides considera las razones de los cuadrados construidos sobre
las lineas en cuestion.

Por otro lado, seglin hara notar un porisma de la proposicion X, 9 (infra), todas las rectas conmensurables
en longitud (mé kei) son conmensurables en cuadrado; pero no todas las rectas conmensurables en cuadrado, lo
son en longitud. Para sefialar este segundo caso, Euclides emplea la expresién «conmensurables sélo en cuadrado
(symmetroi dynamei ménon)». Resultan, en suma, estas relaciones: si las magnitudes consideradas (unas rectas
dadas) son conmensurables en longitud, también lo son en cuadrado; por tanto, si son inconmensurables en
cuadrado, también lo son en longitud; ahora bien, no valen las respectivas conversas, de modo que pueden ser
conmensurables en cuadrado, pero no en longitud, y por ende inconmensurables en longitud, pero no en cuadrado.

2 |_as expresiones «racionalmente expresable» y «no racionalmente expresable» traducen respectivamente
rhétos y alogos. Una version mas literal como «expresable (rhétés)» y «sin razon (alogos)» no trasluce el papel
de estos términos como anténimos en el presente contexto matematico. Por ende parece mas indicada una version
del tenor de «con razon expresable» / «sin razdn expresable»; las expresiones aqui empleadas son una variante
preferible por motivos simplemente estilisticos. Con todo, esta version es un tanto insélita y desafia los usos y
costumbres vigentes en la tradicion que los vierte por «racional» e «irracional», sin mas. Mi version responde a
estos motivos: (1) Trato de evitar las connotaciones habituales en nuestro par «racional / irracional», que llevan
a pensar en nimeros y a dar, subrepticiamente, un sesgo aritmético al libro X. (2) A esta indebida aritmetizacion
se afiade la circunstancia de que «racionalmente expresable (rhétds)» cobra en Euclides un sentido mas amplio
que nuestro «racional» y, por correspondencia, el sentido de «no racionalmente expresable (alogos)» deviene
mas restringido que «irracional»: sdlo carecen de razon expresable las rectas que resultan inconmensurables tanto
en longitud como en cuadrado con una recta designada —implicitamente por lo regular— como referencia o
pardmetro de «expresabilidad racional». (3) Aunque no han faltado intentos de reducir el complejo libro X a un
lenguaje algebraico mas familiar, la interpretacion mas congruente con el planteamiento de los Elementos es la
que mantiene su caracter irreduciblemente geométrico. Asi que tampoco por esta via reductiva parece aconsejable
la version tradicional: «racional», «irracional». Solo cabria, en suma, servirse de estos términos como de una
especie de abreviaturas dentro del marco de los supuestos (1)-(3) y sin perder de vista que la matematica griega
clésica carece de nuestro concepto de nimero real, de modo que no comparte nuestro contexto habitual de uso de
los términos «racional» e «irracional» en matematicas.

Este punto guarda relacion con el problema general de la interpretacion del libro X, que arrastra desde Simon
Stevin (1585) el apelativo de «cruz de los matematicos» —sobre el sentido que puede tener alin esta denominacion,
cf. «Introduccion general» en el primer tomo, Elementos. Libros I-1V, pags. 88-89—. Dada la complicada y oscura
organizacion del libro, no faltan propuestas sobre su motivacion y su sentido. Por ejemplo, segin B. L. VAN DER
WAERDEN (Science Awakening, Nueva York, 1963, edic. rev.), el libro responde al problema de determinar
cuando la raiz de ciertas lineas irracionales es un irracional del mismo tipo (pags. 168-172), y sigue una linea
puramente algebraica de pensamiento (pag. 178). Segin I. MUELLER (Philosophy of Mathematics...., op. cit. en
la «Introduccidn general», pag. 184), el libro carece de una motivacion intuitiva clara y parece dedicado a elaborar
una clasificacion de lineas irracionales en respuesta al problema de la construccion del icosaedro en X111, 16. C. M.
TAISBAK (Coloured Quadrangles, citado en «Introduccion general», nota 27, pags. 88-89), el libro X se centraen
el estudio de las relaciones entre los lados y diagonales del decagono, el hexagono y el pentagono regulares con el
diametro del circulo circunscrito, conforme a un determinado patrén de conmensurabilidad/inconmensurabilidad.
Esta interpretacion es sostenida por D. H. FOWLER (The Mathematics of Plato’s Academy, cit. ibidem; «An
Invitation to Read Book X of Euclid’s Elements», Historia Mathematica 19 (1992), 233-264). En una linea similar
se mueve la interpretacion de W. R. KNORR («La croix des mathématiciens...», cit. ibidem). aunque tiende a
marcar el acento sobre el caso del pentagono regular. En todo caso, creo que la lectura geométrica en la que
convienen Taisbak, Fowler y Knorr es la que mejor cuadra con el planteamiento del libro y con su lugar de
encrucijada en los Elementos. Por lo demas, en los trabajos citados hay cuadros y esquemas de las diversas
clasificaciones de rectas con o sin razon expresable, que resumen los resultados del libro y que no puedo recoger
aqui.



3 Un érea resulta «racionalmente expresable» o «no racionalmente expresable» segln sea conmensurable
0 no con el cuadrado de una recta predeterminada como expresable. La misma condicion se extiende bien a sus
lados, si el area en cuestidn es un cuadrado, o bien a los lados de un cuadrado de area igual, si se trata de otra figura.

Vierto hai dynamenai como «las rectas que los producen». Dynaméné suele traducirse por «raiz cuadrada»,
pero esta version incurre en el sesgo aritmético ya denunciado. Asi que prefiero mantener la referencia al lado
(base) del cuadrado producido. Sobre la expresion tetrdgona anagraphousai («rectas que construyen cuadrados»),
cf. nota 61 del libro | en Elementos. Libros I-1V, pag. 259.

4 Este teorema reviste especial importancia aunque apenas preste servicio hasta las proposiciones del libro
XI11I que emplean el llamado «método de exhauscion». Su situacion aqui puede justificarse como paso previo a X,
2, donde se muestra el procedimiento para determinar si dos magnitudes son conmensurables o inconmensurables.
El relieve de X, 1 descansa en su papel como principio basico del método ya mencionado de «exhauscién». Se
asemeja a la quinta asuncion de Arquimedes en Sobre la esfera y el cilindro y recuerda asi mismo un lema del
propio Arquimedes en La cuadratura de la parabola. Reza el lema: «El exceso de la mayor de dos areas desiguales
sobre la menor es una magnitud que puede sobrepasar, si es afiadida a si misma (cuantas veces se requiera),
cualquier area finita dada». Y a renglén seguido dice Arquimedes que los gedmetras anteriores no dejaron de
apelar a este lema, pues fue a través de él como establecieron que los circulos guardan entre si la razon de los
cuadrados de sus diametros (X1 2), las esferas guardan entre si la razon de los cubos de sus diametros (X1 18),
toda piramide es equivalente a la tercera parte de un prisma con la misma base y altura (X1l 7) y todo cono es
equivalente a la tercera parte de un cilindro con la misma base y altura (X11 10) —cf. La cuadratura de la parébola,
prefacio a Dositeo, edic. CH. MUGLER, Paris, 1971; t. I, 165.6-18—. Esa referencia al uso anterior del lema
halla confirmacion en algunas alusiones de ARISTOTELES en analogo sentido (Fisica, 266b2, 207b10). Todo
ello apunta a Eudoxo: es probable que un supuesto similar a X 1 ya hubiera obrado en algunos de esos resultados
de Eudoxo recogidos por Euclides en el libro XII. Pero un supuesto similar no es el mismo supuesto. La asuncién
y el lema de Arquimedes, a quien suele suponerse mas respetuoso con Eudoxo que con el propio Euclides, hacen
referencia a la adicion, mientras que Euclides se atiene a la sustraccion, en la perspectiva del algoritmo antifairético
de sustraccion reciproca, y prefiere operar —al menos en principio— en términos de bisecciones. Sobre este
algoritmo recuérdense las proposiciones 2, 3 del libro VIII.

5 X 2 muestra uno de los usos mas metédicos —digamos— que operativos del procedimiento antifairético,
i. e., su uso como criterio de conmensura-bilidad/inconmensurablidad. Conforme a este criterio, dos magnitudes
son conmensurables si y sélo si cabe determinar efectivamente, por el procedimiento antifairético, la existencia
de medida comun. Por ende, siempre que la serie de sustracciones reciprocas proceda indefinidamente sin llegar
a un resultado efectivo, tendremos una sefial de que las magnitudes en cuestion son inconmensurables. En otras
palabras, la efectividad o la no efectividad del algoritmo antifairético es una condicién que determina
respectivamente la conmensurabilidad o la inconmensurabilidad.

8 X 3 aplica a las magnitudes el procedimiento empleado en VII 2 para los nimeros. Sobre la proyeccion
histérica y las modernas aplicaciones de este al goritmo euclideo, cf. J. L. CHABERT et alii, Histoire
d’algorithmes, Paris, 1993 cap. 4, pags. 129-158.

T Esta proposicion, al igual que la anterior con VII 2, coincide literalmente con V11 3, sustituyendo nimero
por magnitud.

8 | a prueba descansa, en parte, sobre la nocién de proporcion prevista para los nimeros y en el supuesto
tacito de que los términos que sean proporcionales en el sentido de la def. 20 del libro VII, también lo seran
en el sentido generalizado de la def. 5 del libro V. Euclides, después de dar dos caracterizaciones autdnomas
y separadas de la proporcionalidad, una para las magnitudes en el libro V y otra para los nimeros en el libro
VII, viene a suponer que las segundas pueden considerarse un caso particular de las primeras. De una relacion
similar entre magnitudes y nimeros ya se habia hecho eco ARISTOTELES (Analiticos Segundos, 74al7, 75b4-
5). Pero esta correspondencia entre las magnitudes conmensurables y los nimeros no deja de resultar ahora un
tanto inesperada. Se ha llegado a decir que la falta de una correlacion expresa entre unas y otros, antes del libro X,
constituye probablemente la mayor laguna de los Elementos en cuestion de fundamentos (I. MUELLER, op. cit.,
pag. 138). SIMSON, por su parte, procura establecer esa correspondencia a partir de una proposicion C intercalada
en el libro V (vid. edic. cit., p4gs. 122 y 313-314).

976 apo tés A eutheias, «la (figura construida) sobre la recta A».
10 Un escolio a esta proposicion (Schol. X, nim. 26) afirma que este teorema fue descubierto por Teeteto.

11 Heiberg atetiza cuatro parrafos situados a continuacion del porisma por considerarlos superfluos e
impropios del proceder habitual de Euclides. Un resumen del contenido de estos parrafos, no incluidos en el
presente texto, puede ser el siguiente:



Tras una especie de prueba o explicacion del porisma, se establece y explica que las rectas inconmensurables
en longitud no son necesariamente inconmensurables también en cuadrado y que, sin embargo, aquellas rectas
que son inconmensurables en cuadrado son siempre inconmensurables en longitud.

12 | ema sospechoso. HEATH lo atetiza (edic. cit., 111, pag. 30). Sin embargo Heiberg lo mantiene pese a
sus reservas, algunas de las cuales hacen referencia a la proposicion siguiente. Cf. nota 13.

13 Existen serias objeciones para considerar genuino este teorema:

En primer lugar, depende de la siguiente proposicion X 11 para concluir que el cuadrado de A es
inconmensurable con el cuadrado de E; de modo que incurriria en la pretension irregular de probar un teorema
sobre la base de demostraciones posteriores.

Ademas la expresion emathomen gar «pues lo hemos aprendido» no es propia de Euclides y revelaria la
mano de un estudiante (aunque esta expresion se halla en la Sectio Canonis euclidea empleada con referencia a
los Elementos).

Por Gltimo, el manuscrito P, en su primera mano, tiene el nimero 10 al principio de X 11, de donde parece
desprenderse que inicialmente X 10 no tenia nimero.

Por todo ello, Heath considera espurios tanto el lema anterior como la proposicién X 10. Heiberg, si bien
no lo atetiza, declara en una nota a su traduccion (edic. cit., Ill, pag. 35) que resulta sospechoso y que a duras
penas se puede considerar de Euclides.

14 £ lema proporciona el método de hallar una recta ¢ igual a \j,ﬂib? donde a y b son rectas dadas
de las que la mayor es a.

15 En aras de la claridad sustituyo por «primera» o «tercera» la palabra heauté del griego cuya traduccion
literal se prestaria a equivocos.

16 Como anota HEATH (edic. cit., Il1, pag. 41), si a es la recta dada y x el lado del cuadrado en el que
el rectangulo aplicado es deficiente, el rectangulo es igual a ax-x2, igual a su vez a x (a-x). El rectangulo puede
formularse como xy, donde x+y=a. Dada el &rea x (a-x) 6 xy (donde x+y=a), dos aplicaciones diferentes daran
rectdngulos iguales a esa area; siendo los lados del defecto x 6 a-x (x 6 y) respectivamente; pero el segundo modo
de expresion muestra que los rectangulos no difieren en la forma sino en la posicién.

En lo que se refiere a la nocién de areas deficientes cf. nota 59 de Elementos I-1V, pag. 255.

17 Hg BI ara tés A meidson dynatai t& AZ. Se utiliza dynatai aqui en el mismo sentido técnico que dynamei
«en cuadrado» (cf. MUGLER, Dictionnaire..., pags. 148 ss.) 0 hé dynaméné «el lado del cuadrado equivalente
a». Este verbo se utiliza en contextos matematicos para significar la operacion de elevar al cuadrado.

18 A partir de aqui traduzco rhéts como «expresable» para abreviar la expresion «racionalmente expresable»
que complicaria en exceso la lectura del texto en castellano.

19 HEATH (op. cit., I11, pag. 47) suprime el lema por considerarlo superfluo y prolijo en exceso.

20HEATH (op. cit., I, pag. 48) encuentra dificultades para admitir estas palabras pues sélo hay dos formas
de conmensurabilidad: conmensurabilidad en longitud, y por tanto en cuadrado, o sélo en cuadrado, y cada una
excluye la otra. Por otra parte proeiréménon «antedichas» parece refefirse al lema anterior que considera
sospechoso. Por todo ello cree que la mejor solucidn seria suprimir tanto el lema como las palabras citadas del
enunciado de X 19.

21 Cf. notas 2y 3.

22 | 3 recta medial recibe tal nombre por tratarse de la media proporcional entre dos rectas expresables
conmensurables s6lo en cuadrado. Se demuestra aqui que el rectingulo comprendido por ellas no es racionalmente
expresable. En el porisma a X 23 esta area se denomina «medial».

23 Sj a, b son dos rectas, a : b :: a2 : ab.

24 En el porisma tenemos la primera mencién de un érea medial. Se trata de un area igual al cuadrado de
una recta medial. Euclides no da una definicion explicita.

Por otra parte HEATH atetiza el ultimo parrafo del porisma (cf. op. cit., I, pag. 54 y nota 25).

25 E] enunciado presenta la misma dificultad que X 19. Cf. nota 20. Heath decide suprimir las palabras «segun
alguna de las formas antedichas» asi como la parte del porisma anterior a la que debian referirse estas palabras.

26 Al final de la proposicion suplo entre paréntesis las palabras (el cuadrado de I es mayor que el cuadrado
de A) sin las que el texto resultaria dificil de entender. Sigo la version latina de Heiberg.



27 Como en la proposicion anterior sigo la version latina de Heiberg entre paréntesis.

28 A partir de aqui comienza la denominacion, clasificacion y descripcion de propiedades de tipos de rectas
sin razon expresable producidas por la suma o diferencia de dos rectas expresables inconmensurables.

Segln FOWLER (art. cit.) el libro X sistematiza pequefios grupos de entre la infinidad de rectas sin razon
expresable posibles. Taishak, por su parte, relaciona la denominacion, seleccion y clasificacion de estos tipos de
rectas con la motivacioén subyacente, a su juicio, en el libro X de los Elementos, a saber: dar los pasos previos
necesarios para explicar el lado del pentdgono regular y sus relaciones con el diametro del circulo y los lados del
hexagono y decagono regulares que seran expuestas en el libro XI1I. Segln esta teoria, el término «binomial»
responderia a que el diametro del circulo es la suma de dos lados de cuadrados que no pueden reducirse a uno
pero de los que puede hablarse por separado ek dyo onomatdn, mientras que el lado del decagono es la diferencia
(ap6toma) entre los mismos lados de cuadrados.

Las razones de estos nombres asi como de otras denominaciones aparentemente mas oscuras de tipos de
rectas «no expresables» que van surgiendo a lo largo del libro X («mayor», «menor», etc.) probablemente se
olvidaron, pero los nombres se mantuvieron junto con las definiciones de sus caracteristicas. No es de extrafiar que
los griegos, que estan fijando una terminologia especifica en sus usos de 16gos, dynamis, rhétds, etc., especialicen
términos como meidson o elasson para referirse a las rectas que se dividen de la misma manera que la diagonal y
el lado del pentagono regular, las rectas «mayor» y «menors» respectivamente.

29 Aparte de los dos blogues de seis tipos de rectas cada uno, que se agrupan bajo las denominaciones
«binomial» y «apétoma» y que serdn definidos en las segundas y terceras definiciones respectivamente, aparece
en el libro X otra serie de rectas de las que no hay definiciones explicitas. Es el caso de la «primera bimedial»
y la «segunda bimedial».

Como explica FOWLER (art. cit., pag. 259) se trata de una clasificacion general que abarca trece tipos de
rectas, entre las que se contaria la primera bimedial, que no se vera expuesta con claridad hasta el final del libro
(X 111). En esta clasificacion general no se definen expresamente las rectas que la componen. Hay ademas una
subclasificacion de dos blogues de rectas «bhinomiales» y «ap6tomas» en seis tipos diferentes cada una que estan
explicitamente definidas bajo los rétulos «Segundas definiciones» y «Terceras definiciones» respectivamente.
Segun Fowler, esta subclasificacion responde al mecanismo interno al libro X de hallar rectas sin razon expresable.

30 |_a «mayor» es otra de las rectas que pertenecen a la clasificacion que hemos llamado general y que no se
definen expresamente. Segun Taisbak, su nombre obedece probablemente a que corresponde a la recta «mayors»
del pentagono regular que es la diagonal.

31 E| «lado del cuadrado equivalente a un area expresable mas un area medial» es la sexta recta sin razon
expresable que aparece en la clasificacion general.

32 En esta proposicion se nos muestra la séptima recta sin razén expresable de la clasificacion general: «lado
del cuadrado equivalente a la suma de dos areas mediales».

33 En el lema aparece la expresion poiousdn ta prokeimena eidé «dando lugar a los tipos propuestos». La
palabra eidé, por contar con un campo semantico tan amplio, resulta sumamente ambigua, la traduzco por
«tipos» (de rectas sin razon expresable). La expresion en su conjunto también podria significar aqui «cumpliendo
las condiciones propuestas».

34 Tras los siete primeros tipos de rectas (medial, binomial, primera bimedial, segunda bimedial, mayor,
lado del cuadrado equivalente a un area expresable mas un area medial y lado del cuadrado equivalente a la suma
de dos areas mediales) y sus propiedades, Euclides presenta en estas Segundas Definiciones una subclasificacion
de las binomiales en seis tipos diferentes. En las proposiciones 48-53 ensefia la forma de hallar cada una de ellas.

35 Un rectangulo es media proporcional de los cuadrados de sus lados.

36 Suplo entre paréntesis las aclaraciones «(es decir: BA, AHy BA, HE) son (pares de)...» que no aparecen en
el texto griego. Una traduccion literal podria dar la impresion de que dos cualesquiera de las tres rectas citadas son
conmensurables sélo en cuadrado. Ahora bien, AH, HE son, de hecho, conmensurables en longitud y Gnicamente
las del otro par son conmensurables s6lo en cuadrado.

37 Heiberg atetiza este lema y considera que es poco verosimil que lo haya intercalado el propio Euclides
pues lo ha utilizado tacitamente en X 44.

38 Eyclides contintia ahora, dentro de la clasificacion general, con aquellas rectas que son producidas por la
diferencia de dos rectas expresables inconmensurables.

Taishak relaciona el nombre de «ap6tomax con el lado del decéagono regular, que resulta de la diferencia de
los mismos lados de cuadrados que, sumados, producen el didmetro del circulo. Cf. nota 28.



39 Hasta las ltimas lineas de la proposicion no se prueba que AO, ON son inconmensurables en longitud.
Lo que debia haberse probado en el pasaje anterior es que los cuadrados de AO, ON son conmensurables, es
decir, que AO, ON son «conmensurables en cuadrado» no «sélo en cuadrado» como dice el texto. Tedn parece
haber reparado en este punto al afiadir «y conmensurables entre si» detras de «medial», pero esto no soluciona el
problema. El manuscrito V presenta la palabra ménon «s6lo» borrada.

40 Heiberg atetiza estas palabras que Heath mantiene en su traduccion entre corchetes.

41 Se entiende: «como una de las magnitudes antecedentes es a una de las consecuentes, asi todas las
antecedentes a todas las consecuentes».

42 Heiberg considera esta proposicion y las siguientes hasta el final del libro X una interpolacion anterior
a Teodn.

Estas proposiciones (112-115) aparecen después de la recapitulacién de los trece tipos de rectas no
expresables de la clasificacion general que podria ser la conclusion del libro. No tienen relacion con el resto del
tratamiento de los trece tipos de rectas sin razon expresable y no se usan en los libros posteriores sobre geometria
de sélidos.

112-115 parecen ser el germen de un nuevo estudio sobre las rectas sin razon expresable. 115 en particular
amplia el nimero de sus diferentes tipos. Tienen visos de ser un conjunto de teoremas antiguos que Heiberg piensa
que pueden atribuirse a Apolonio, aunque no sean genuinos. Heath considera, sin embargo, que 112-114 tienen
relacion con las precedentes: X 111 muestra que una recta binomial no puede ser también una apétoma, mientras
que X 112-114 ponen de manifiesto cdmo cada una de ellas se puede usar para convertir la otra en expresable.



LIBRO UNDECIMO

DEFINICIONES

1. Un s6lido es lo que tiene longitud, anchura y profundidad 3.

2.'Y el extremo de un so6lido es una superficie.

3. Unarecta es ortogonal a un plano cuando forma angulos rectos con todas las rectas
que la tocan y que estan en el plano®4.,

4. Un plano es ortogonal a un plano cuando las rectas trazadas en uno de los planos
formando angulos rectos con la seccion comun de los (dos) planos forman
angulos rectos con el plano restante.

5. Cuando desde el extremo de una recta elevado sobre un plano se traza una
perpendicular al plano y se traza otra recta desde el punto que resulta hasta el
extremo (que esta) en el plano de la (primera) recta, el angulo comprendido
por la recta asi trazada y la (que esta) sobre el plano es la inclinacion de la
recta con respecto al plano®.

6. La inclinacion de un plano con respecto a un plano es el &ngulo agudo comprendido
por las (rectas) trazadas a un mismo punto formando angulos rectos con la
seccion comun en cada uno de los planos?®.

7. Se dice que un plano se inclina sobre un plano de manera semejante a como otro se
inclina sobre otro, cuando dichos angulos de inclinacién son iguales entre si.

8. Planos paralelos son los no concurrentes®’.

9. Figuras solidas semejantes son las comprendidas por planos semejantes iguales
en namero.

10. Figuras solidas iguales y semejantes son las comprendidas por planos semejantes
iguales en nimero y tamafio“®,
11. Un angulo sdlido es la inclinacién de mas de dos lineas que se tocan entre si 'y no
estan en la misma superficie con respecto a todas las lineas.
O de otra forma: un angulo sélido es el comprendido por mas de dos
angulos planos construidos en el mismo punto, sin estar en el mismo plano.
12. Una pirdmide es una figura solida comprendida por planos, construida desde un
plano a un punto.



13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.
20.
21.

22.

23.
24,

25.
26.

27.

28.

Un prisma es una figura sélida comprendida por planos dos de los cuales, los
opuestos, son iguales, semejantes y paralelos, mientras que los demas son
paralelogramos.

Cuando, permaneciendo fijo el diametro de un semicirculo, se hace girar el
semicirculo y se vuelve de nuevo a la misma posicion desde donde empezd
a moverse, la figura comprendida es una esfera®®.

Y el eje de la esfera es la recta que permanece fija en torno a la que gira el
semicirculo.

Y el centro de la esfera es el mismo que el del semicirculo.

Y didmetro de la esfera es cualquier recta trazada a través del centro y limitada
en ambas direcciones por la superficie de la esfera.

Cuando, permaneciendo fijo uno de los lados que comprenden el angulo recto de
un triangulo rectangulo, se hace girar el tridngulo y se vuelve de nuevo a la
posicion desde donde empez6 a moverse, la figura comprendida es un cono.
Y si la recta que permanece fija es igual a la restante del angulo recto, el
cono serd rectangulo, y si es menor obtusangulo y si es mayor acutangulo.

Y el eje del cono es la recta que permanece fija en torno a la que gira el triangulo.

Y la base, el circulo descrito por la recta que gira.

Cuando, permaneciendo fijo uno de los lados que comprenden el &ngulo recto
de un paralelogramo rectangulo, se hace girar el paralelogramo y vuelve
de nuevo a la misma posiciéon desde donde empezd a moverse, la figura
comprendida es un cilindro.

Y el eje del cilindro es la recta que permanece fija en torno a la que gira el
paralelogramo.

Y las bases son los circulos descritos por los dos lados opuestos que giran.

Conos Y cilindros semejantes son aquellos cuyos ejes y diametros de las bases
son proporcionales.

Un cubo es la figura sélida comprendida por seis cuadrados iguales.

Un octaedro es una figura solida comprendida por ocho triangulos iguales y
equilateros.

Un icosaedro es la figura sélida comprendida por veinte triangulos iguales y
equilateros.

Un dodecaedro es la figura sélida comprendida por doce pentagonos iguales
equilateros y equiangulos®Y.

Prorosicion 1

No cabe que una parte de una linea recta esté en el plano de referencia y otra

parte en un plano més elevado.

Pues, si fuera posible, esté la parte AB de la linea recta ABr en el plano de referencia

y la otra parte Br en un plano mas elevado.



Entonces habré en el plano de referencia una recta que continle a AB; sea Ba,
entonces AB es un segmento comun de las dos rectas ABr, ABa; lo cual es imposible
teniendo en cuenta que, si describiéramos un circulo con el centro B y la distancia AB,
los didmetros cortarian circunferencias desiguales del circulo.

I

Por consiguiente, no cabe que una parte de una linea recta esté en el plano de
referencia y otra parte en el plano méas elevado. Q. E. .°L.

ProrosICION 2

Si dos rectas se cortan una a otra estan en un plano, y todo triangulo esta en
un plano.

Cortense, pues, las dos rectas AB, ra en el punto E.

Digo que AB, ra estan en un plano y todo triangulo esta en un plano.

Pues tomense al azar los puntos z, H en Er, EB y tracense s, zH, y tracense entre
ellas zo, HK.

Digo en primer lugar que el tridngulo ers esta en un plano. Pues si una parte del
triangulo ErB, sea zer 0 sea HBK, esta en el plano de referencia y la (parte) restante
en otro (plano), una parte de una de las rectas Er, e estara también en el plano de



referencia y otra (parte) en otro. Pero si la parte zreH del triangulo Ers esta en el
(plano) de referencia y la restante en otro, una parte de ambas rectas er, EB estard
también en el plano de referencia y otra (parte) en otro; lo que precisamente se ha
demostrado que es absurdo [XI 1]. Por tanto, el triangulo Ers esta en un plano. Pero
en el (plano) en que esté el tridngulo Er., en ese esta también cada una de las rectas
Er, EB; Y en el plano en que estd cada una de las rectas Er, EB, en ese estan también
AB, ra [XI 1].

A A

' © K B

Por consiguiente, las rectas AB, ra estan en un plano y todo triangulo esta en un
plano. Q. E. D.%2,

Prorosicion 3

Si dos planos se cortan uno a otro su seccion comin es una recta.

Cortense, pues, los dos planos AB, Bry sea la linea aB su seccién comun.

Digo que la linea AB es una recta.

Pues, si no, tracese de A a B en el plano AB, la recta aAEs, y en el plano Br la recta
AZB.



I

Entonces las dos rectas AeB, Az tendran los mismos extremos y evidentemente
encerraran un area; lo cual es absurdo. Entonces, AEB, AzB no son rectas. De manera
semejante demostrariamos que no habra ninguna otra (recta) trazada de a a B excepto
AB, la seccién comun de los planos AB, Br.

Por consiguiente, si dos planos se cortan uno a otro, su seccion comun es una
recta. Q. E. .23,

Prorosicion 4

Si se levanta una recta formando angulos rectos con dos rectas que se cortan
una a otra en su seccion comadn, formara también angulos rectos con el plano que
pasa a través de ellas.

Levantese, pues, una recta ez formando angulos rectos a partir del punto E con
dos rectas AB, ra que se cortan en el punto E.

Digo que ez forma también angulos rectos con el plano (que pasa) a través de
AB, TA.
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Pues tomense las (rectas) AE, EB, I'E, EA iguales entre si y tracese una recta al azar,
HE®, por el punto E, y tracense Aa, B, y ademas, desde un punto al azar, z, (de la
recta ez), trdcense zA, zH, za, zr, ze, zB. Ahora bien, como las dos (rectas) AE, Ea
son iguales a las dos (rectas) re, e y comprenden angulos iguales [I 15], entonces la
base Aa es igual a la base B, y el triangulo Aea seré igual al triangulo res [l 4]; de
modo que el angulo aAE es igual al angulo eBr. Pero el &ngulo AeH es también igual
al (dngulo) Bee [l 15]. Asi pues AHE, BE® son dos triangulos que tienen dos angulos
iguales a dos angulos respectivamente y un lado igual a un lado, el que corresponde a
los angulos iguales, esto es: el (lado) AE al (lado) eB; luego tendra también los lados
restantes iguales a los lados restantes [I 26]. Por tanto, HE es igual aee y AH a Bo. Y
como AE es igual a e, mientras que ze es comun y forma angulos rectos, entonces,
la base zA es igual a la base zB [l 4]. Por lo mismo, zr también es igual a za. Ahora
bien, como Aa es igual a rB, y zA es igual a zB, entonces, los dos (lados) zA, Aa son
iguales respectivamente a los dos (lados) zB, Br; pero se ha demostrado que también
la base za es igual a la base zr; luego el angulo zaa es igual al angulo zer [I 8]. Y
puesto que se ha demostrado que AH es a su vez igual a Be, mientras que zA es también
igual a zB, entonces los dos (lados) zA, AH son iguales a los dos (lados) zB, Be. Y se
ha demostrado que el (&ngulo) zaH es también igual al (&ngulo) zBe; asi pues, la base
zH es igual a la base zo [l 4]. Ahora bien, puesto que se ha demostrado que HE es a
su vez igual a Ee y Ez es comun, entonces los dos (lados) He, Ez son iguales a los dos
(lados) ek, Ez; y la base zH es igual a la base ze; entonces el angulo Hez es igual al
angulo eez [1 8]. Luego cada uno de los &ngulos HEzZ, ©Ez es recto. Por tanto, ze forma
angulos rectos con He trazada al azar por el punto E.

De manera semejante demostrariamos que ze forma angulos rectos con todas las
rectas que la tocan y que estan en el plano de referencia. Pero una recta es ortogonal a
un plano cuando forma angulos rectos con todas las rectas que la tocan y que estan en



el mismo plano [XI Def. 3]. Luego ze forma &ngulos rectos con el plano de referencia.
Y el plano de referencia es el (que pasa) a través de las (rectas) AB, ra. Por tanto ze
forma angulos rectos con el plano (que pasa) a través de las (rectas) AB, ra.

Por consiguiente, si se levanta una recta formando angulos rectos con dos rectas
que se cortan, en su seccién comun, formara también angulos rectos con el plano (que
pasa) a través de ellas. Q. E. D.

Prorosicion 5

Si se levanta una recta formando angulos rectos con tres rectas que se tocan, en
su seccion comun, las tres rectas estan en un plano.

Levéantese, pues, una recta AB formando angulos rectos con tres rectas Br, Ba, BE,
en su punto de contacto, B.

A

E

Digo que Br, Ba, BE estan en un plano.

Pues, supongamos que no, y si fuera posible, estén Ba, BE en el plano de referencia
y Br en uno mas elevado, prolonguese el plano que pasa a traves de AB, Br; entonces
producira una recta como seccion comun en el plano de referencia [XI 3]. Produzca la
(recta) Bz. Asi pues, las tres rectas AB, Br, Bz estan en un plano, el trazado a través de
las (rectas) AB, Br. Y puesto que A forma angulos rectos con cada una de las (rectas)
BA, BE, entonces AB es ortogonal también al plano que pasa a través de Ba, Be [XI 4].
Y el plano (que pasa) a través de Ba, BE es el de referencia; luego AB es ortogonal al
plano de referencia. De modo que AB hara angulos rectos con todas las rectas que la
tocan y estan en el plano de referencia [ X1 Def. 3]. Pero Bz la toca y esta en el plano



de referencia; entonces el &ngulo ABz es recto. Y se ha supuesto que el angulo ABr
también es recto; luego el angulo ABz es igual al angulo ABr. Y estan en un plano: lo
cual es imposible. Luego la recta Br no esta en un plano mas elevado; por tanto, las
tres rectas Br, BA, BE estan en un plano.

Por consiguiente, si se levanta una recta formando angulos rectos con tres rectas
que se tocan, en su punto de contacto, las tres rectas estan en un plano. Q. E. D.

Proprosicion 6

Si dos rectas forman angulos rectos con el mismo plano, las rectas seran
paralelas.

Formen, pues, las dos rectas AB, ra angulos rectos con el plano de referencia.

Digo que AB es paralela a ra.

Pues unanse con el plano de referencia en los puntos B, A y tracese la recta Ba,
y tracese ae formando angulos rectos con Ba en el plano de referencia, y hagase ae
igual a AB, y tracense BE, AE, AA.

Ahora bien, como AB es ortogonal al plano de referencia, hara angulos rectos con
todas las rectas que la tocan y estan en el plano de referencia [XI Def. 3]. Pero cada
una de las rectas Ba, BE, que estan en el plano de referencia, toca a AB; entonces cada
uno de los angulos ABa, ABE es recto. Por lo mismo, cada uno de los (angulos) ras,
raE también es recto. Y como AB es igual a Ae y Ba es comun, entonces los dos (lados)
AB, BA son iguales a los dos (lados) Ea, aB; y comprenden angulos rectos; luego la
base Aa es igual a la base Be [I 4]. Ahora bien, como AB es igual a Ag, mientras que
AA es también igual a Bg, entonces los dos (lados) AB, BE son iguales a los dos (lados)
EA, AA; Y AE €S su base comun; luego el angulo ABE es igual al angulo eaa [I 8]. Pero
el (angulo) ABE es recto; entonces el (dngulo) Eaa es también recto; luego ea forma
angulo recto con aA. Pero forma también angulos rectos con cada una de las (rectas)
BA, Ar. Entonces Ea se ha levantado formando angulos rectos con las tres rectas Ba,
AA, AT, en su punto de contacto; luego las tres rectas Ba, AA, ar estan en un plano [XI
5]. Pero en el plano en que estan aB, AA, en ése esta también AB: porque todo triangulo
estd en un plano [XI 2]; entonces las rectas AB, Ba, ar estan en un plano. Ahora bien,
cada uno de los angulos ABa, BAr es recto; por tanto, AB es paralela a ra [l 28].
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Por consiguiente, si dos rectas forman angulos rectos con el mismo plano, las
rectas seran paralelas. Q. E. D.

Proposicion 7

Si dos rectas son paralelas y se toman unos puntos al azar en cada una de ellas,
la recta que une los puntos esta en el mismo plano que las paralelas.

Sean AB, ra dos rectas paralelas y tomense al azar en cada una de ellas los puntos
E, Z respectivamente.
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Digo que la recta que une los puntos E, z esta en el mismo plano que las paralelas.

Pues supongamos que no, y si fuera posible, esté en un plano mas elevado como
EHz, y tracese un plano que pase a través de EHz, entonces producird una recta como
seccion en el plano de referencia [XI 3]. Prodtzcala como la (recta) Ez; entonces las
dos rectas EHz, Ez encerrardn un espacio; lo cual es imposible; luego la recta trazada
de E a z no esta en un plano mas elevado; por tanto, la recta trazada de E a z esta en
el plano que pasa a través de las paralelas AB, ra.

Por consiguiente, si dos rectas son paralelas y se toman unos puntos al azar en
cada una de ellas, la recta que une los puntos esta en el mismo plano que las paralelas.
Q.E.D.

Prorosicion 8

Si dos rectas son paralelas y una de ellas forma angulos rectos con un plano
cualquiera, la restante formara también angulos rectos con el mismo plano.

Sean AB, ra dos rectas paralelas y una de ellas, A, forme angulos rectos con el

plano de referencia.
Digo que la restante, ra, formara también angulos rectos con el mismo plano.
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Pues Unanse AB, ra con el plano de referencia en los puntos B, a, y tracese Ba;
entonces AB, ra, Ba estan en un plano [XI 7]. Trécese ae formando angulos rectos con
Ba en el plano de referencia y hagase At igual a AB, y trcense BE, AE, AA. Y puesto
que AB es ortogonal al plano de referencia, entonces A forma angulos rectos también
con todas las rectas que la tocan y estan en el plano de referencia [XI Def. 3]; luego
cada uno de los angulos ABa, ABE es recto. Y puesto que la recta Ba ha incidido sobre
las paralelas AB, ra, entonces los &ngulos ABa, raB son iguales a dos rectos [l 29].
Pero el angulo ABa es recto; entonces el angulo rae es también recto; luego ra forma
angulos rectos con Ba. Y como AB es igual a AE, y BA es comun, entonces los dos lados
AB, BA son iguales a los dos (lados) Ea, aB; y el &ngulo ABa es igual al angulo EaB:
porque cada uno de ellos es recto; luego la base Aa es igual a la base BE. Y como AB
es igual a AE, y BE a Aa, entonces los dos (lados) AB, BE son iguales respectivamente a
los dos (lados) Ea, AA. Y AE es su base comun; luego el angulo ABE es igual al angulo
EAA. Pero el angulo ABE es recto; entonces el &ngulo EaA es también recto; asi pues,
Ea forma éngulos rectos con Aa. Pero forma angulos rectos también con aB; luego
ea forma también angulos rectos con el plano que pasa a través de Ba, aA [XI 4].
Entonces Ea producird angulos rectos con todas las rectas que la tocan y estan en el
plano BaA. Pero ar esta en el plano que pasa a través de BaA, teniendo en cuenta que



AB, BA estan en el plano que pasa a través de BaA [ X1 2], y ar esta también en el plano
en el que estan AB, Ba. Entonces ea forma angulos rectos con ar; de modo que ra
también forma angulos rectos con Ae. Pero ra forma también angulos rectos con Ba.
Luego ra esta puesta formando angulos rectos desde el punto de seccion, a, con las
dos rectas AE, AB que se cortan entre si; de modo que ra forma también angulos rectos
con el plano que pasa a través de ag, aB [XI 4]. Pero el plano que pasa a través de AE,
AB es el de referencia; luego ra forma angulos rectos con el plano de referencia.

Por consiguiente, si dos rectas son paralelas y una de ellas forma angulos rectos
con un plano cualquiera, la restante formara también angulos rectos con el mismo
plano. Q. E. D.

Proposicion 9

Las paralelas a una misma recta y que no estan en el mismo plano que ella son
también paralelas entre si.

Sean, pues, cada una de las rectas AB, ra paralelas a ez, sin estar en el mismo
plano que ella.

Digo que AB es paralela a ra.

Pues tomese al azar el punto H en la recta ez, y tracese desde él la (recta) Ho
formando angulos rectos con ez en el plano que pasa a través de ez, AB y tracese HK
formando a su vez angulos rectos con ez en el plano que pasa a traves de zg, ra. Ahora
bien, como ez forma angulos rectos con cada una de las (rectas) He, HK, entonces ez
forma angulos rectos también con el plano que pasa a través de He, HK [ X1 4]. Y Ez es
paralela a AB, luego también AB forma angulos rectos con el plano que pasa a través
de enk [XI 8]. Por lo mismo ra también forma angulos rectos con el plano que pasa
a través de eHK; entonces cada una de las (rectas) AB, ra forma angulos rectos con
el plano que pasa a través de eHk. Pero si dos rectas forman angulos rectos con el
mismo plano, las rectas son paralelas [XI 6].
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Por consiguiente, AB es paralela a ra. Q. E. D.

Proposicion 10

Si dos rectas que se tocan son paralelas a otras dos rectas que se tocan, sin estar
en el mismo plano, comprenderan angulos iguales.

Sean AB, Br dos rectas que se tocan, paralelas a las dos rectas que se tocan AE,
Ez, sin estar en el mismo plano.

Digo que el angulo ABr es igual al (angulo) aEz.

Tomense, pues, las (rectas) BA, Br, Ea, Ez iguales entre si, y trdcense Aa, rz, BE,
Ar, Az. 'Y como BA es igual y paralela a Ea, entonces Aa también es igual y paralela a
BE [I 33]. Por lo mismo, rz también es igual y paralela a Be; entonces cada una de las
(rectas) Aa, rz es igual y paralela a BE. Pero las paralelas a una misma recta y que no
estan en el mismo plano que ella son también paralelas entre si [ X1 9]. Entonces Aa
es igual y paralela a rz. Y Ar, az las unen; luego Aa es paralela a az [l 33]. Y como
los dos (lados) AB, Br son iguales a los dos (lados) ag, ez y la base Ar es igual a la
base az, entonces el angulo ABr es igual al &ngulo aez.
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Por consiguiente, si dos rectas que se tocan son paralelas a otras dos rectas que
se tocan, sin estar en el mismo plano, comprenderan angulos iguales. Q. E. D.

Proposicion 11

Trazar una linea recta perpendicular a un plano dado desde un punto elevado
dado.

Sea A el punto elevado dado y sea el plano de referencia el plano dado.

Asi pues, hay que trazar una linea recta perpendicular al plano de referencia desde
el punto A.

Tracese, pues, al azar, una recta Br en el plano de referencia, y tracese, desde
el punto A, la (recta) Aa perpendicular a Br [I 12]. Pues bien, si Aa es perpendicular
también al plano de referencia, habria resultado lo propuesto. Pero si no, tracese, desde
el punto a, la (recta) ae formando angulos rectos con Br en el plano de referencia [l



11] y desde A, la (recta) Az perpendicular a Ae [l 12], y por el punto z, trdcese Ho
paralela a sr [l 31].
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Ahora bien, como Br forma angulos rectos con cada una de las (rectas) aA, Ak,
entonces Br forma angulos rectos también con el plano que pasa a través de eaA [XI
4]. Y He es paralela a ella. Pero si dos rectas son paralelas y una de ellas forma angulos
rectos con un plano, la restante formara también angulos rectos con el mismo plano
[X1 8]; luego He forma también angulos rectos con el plano que pasa a través de Ea,
AA. Por tanto, He forma angulos rectos con todas las rectas que la tocan y estan en el
plano que pasa a través de Ea, aA [XI Def. 3]. Pero Az que esta en el plano que pasa a
través de Ea, aA la toca; luego He forma angulos rectos con za. De modo que también
zA forma angulos rectos con eH. Pero Az forma &ngulos rectos con Ag; entonces Az
forma angulos rectos con cada una de las (rectas) Hoe, AE. Ahora bien, si se levanta una
recta formando angulos rectos con dos rectas que se cortan, en su punto de seccion,
formara también angulos rectos con el plano que pasa a través de ellas [XI 4]. Luego
zA forma angulos rectos con el plano que pasa a través de ea, He. Pero el plano que
pasa a través de Ea, Ho es el plano de referencia; por tanto, Az forma angulos rectos
con el plano de referencia.

Por consiguiente, se ha trazado la linea recta Az perpendicular al plano de
referencia, desde el punto elevado dado, A. Q. E. F.

Prorosicion 12



Levantar una linea recta formando angulos rectos con un plano dado desde un
punto dado en él.

Sea el plano de referencia el plano dado y A el punto en él. Asi pues hay que
levantar una linea recta formando &ngulos rectos con el plano de referencia desde el
punto A.

I

Considérese un punto elevado cualquiera B y tricese desde el punto B, Br
perpendicular al plano de referencia [XI 11], y por el punto A tracese Aa paralela a
Br [I 31].

Pues bien, como Aa, ra son dos rectas paralelas y una de ellas, Br, forma angulos
rectos con el plano de referencia, entonces la restante Aa forma también dngulos rectos
con el plano de referencia [X1 8].

Por consiguiente, se ha levantado la (recta) Aa formando angulos rectos con el
plano dado en su punto A. Q. E. F.

Proposicion 13

No podran levantarse por el mismo lado dos rectas formando angulos rectos con
el mismo plano desde el mismo punto.

Pues, si fuera posible, levantense por el mismo lado las dos rectas AB, Ar formando
angulos rectos con el plano de referencia, desde el mismo punto A, y trécese el plano



que pasa a través de BA, Ar; entonces producird una recta como seccion, a través
del punto A, en el plano de referencia [XI 3]. Produzca la (recta) aAg; entonces las
rectas AB, Ar, AAE estan en un plano. Y como ra forma angulos rectos con el plano de
referencia, entonces hara angulos rectos con todas las rectas que la tocan y estan en el
plano de referencia [XI Def. 3]. Pero aAE, que esta en el plano de referencia, la toca;
luego el angulo raEe es recto. Por lo mismo, el angulo BAE es también recto; luego el
(&ngulo) rae es igual al (&ngulo) BAE. Y estan en un plano; lo cual es imposible.

B

E

Por consiguiente, no se levantaran por el mismo lado dos rectas formando angulos
rectos con el mismo plano desde el mismo punto. Q. E. D.

Proposicion 14

Los planos con los que una misma recta forma angulos rectos seran paralelos.

Forme, pues, angulos rectos una recta cualquiera, A, con cada uno de los planos
ra, EZ.

Digo que los planos son paralelos.

Pues si no, se encontraran al prolongarse. Encuéntrense; entonces produciran una
recta como seccion coman [XI 3]. Produzcan la (recta) He, y tomese al azar el punto
K en la (recta) Ho y tracense Ak, BK. Y como AB forma angulos rectos con el plano ez,
entonces AB forma angulos rectos con la recta Bk que esta en la prolongacion del plano
ez [XI Def. 3]; luego el angulo ABK es recto. Por lo mismo el angulo BAk también es
recto. Entonces los dos angulos ABk, BAK del triangulo ABk son iguales a dos rectos;



lo cual es imposible [I 17]; luego los planos ra, ez prolongados no se encontraran;
por tanto los planos ra, ez son paralelos.

B

E

Por consiguiente, los planos con los que la misma recta forma &ngulos rectos
seran planos paralelos. Q. E. D.

Proposicion 15

Si dos rectas que se tocan son paralelas a dos rectas que se tocan sin estar en el
mismo plano, los planos que pasan a través de ellas son paralelos.

Pues sean las rectas que se tocan AB, Br paralelas a las dos rectas que se tocan
AE, Ez sin estar en el mismo plano.

Digo que los planos que pasan a traves de AB, Br, AE, Ez, prolongados, no se
encontraran.

Tracese, pues, desde el punto B, BH perpendicular al plano que pasa a través de
AE, EZ [ X1 11], y Unase con el plano en el punto H; tracese, por el punto H, la (recta)
He paralelaaeay la (recta) Hk (paralela) a ez [I 31]. Y como BH forma angulos rectos
con el plano que pasa a traves de AE, Ez, entonces hara angulos rectos con todas las
rectas que la toquen y estén en el plano que pasa a traves de ag, ez [XI Def. 3]. Pero
cada una de las rectas Ho, HK que estan en el plano que pasa a través de AE, Ez la tocan;
luego cada uno de los angulos BHe, BHK es recto. Y como BA es paralela a Hoe [XI 9],
entonces los angulos HBA, BHe son iguales a dos rectos [I 29]. Pero el (angulo) BHe es



recto; entonces el (dngulo) HBA es también recto; luego HB forma angulos rectos con
BA. Por lo mismo HB forma también angulos rectos con Br. Pues bien, como la recta
HB se ha levantado formando angulos rectos con las dos rectas que se cortan BA, Br,
entonces HB forma también angulos rectos con el plano que pasa a través de BA, Br
[X1 4]. Pero los planos con los que una misma recta forma angulos rectos son planos
paralelos [XI 14]; luego el plano que pasa a través de AB, Br es paralelo al plano que
pasa a través de AE, Ez.

A
S, K

Z

Por consiguiente, si dos rectas que se tocan son paralelas a dos rectas que se tocan
sin estar en el mismo plano, los planos que pasan a través de ellas son paralelos. Q. E. D.

Proposicion 16



Si dos planos paralelos son cortados por un plano, las secciones comunes son
paralelas.

Sean cortados, pues, los dos planos paralelos AB, ra por el plano EzHe, y sean sus
secciones comunes Ez, He.

B

Va—
Y
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Digo que Ez es paralela a He.

Pues, si no, Ez, He se encontraran si se prolongan en la direccion de z, @ 0 en la
direccion de g, H. Prolonguense en la direccion de z, @ y encuéntrense, en primer lugar
en el (punto) k. Ahora bien, como Ezk estan en el plano AB, entonces todos los puntos
de la (recta) ezk estan en el plano AB [X 1]. Pero K es uno de los puntos de la recta
EzK, luego K estd en el plano AB. Por lo mismo, entonces K esta también en el plano
rA; por tanto los planos AB, ra, si se prolongan, se encontrardn. Pero no se encuentran
porque se ha supuesto que son paralelos; entonces las rectas ez, He no se encontraran
si se prolongan en la direccion de z, ©. De manera semejante demostrariamos que las
rectas ez, Ho tampoco se encontraran si se prolongan en la direccion de g, H. Pero las
(rectas) que no se encuentran en ninguna de las dos direcciones son paralelas. Luego
Ez es paralela a Ho.




Por consiguiente, si dos planos paralelos son cortados por un plano, las secciones
comunes son paralelas. Q. E. D.

Proposicion 17

Si dos rectas son cortadas por planos paralelos, seran cortadas en las mismas
razones.

Sean cortadas, pues, las dos rectas AB, ra por los planos paralelos He, KA, MN, en
los puntos A, E, B, T, Z, A.

Digo que, como la recta AE es a la recta EB, asi rz a za.

Tracense, pues, las (rectas) Ar, Ba, AA'y Unase Aa con el plano ka en el punto =
y tracense E=, =z. Y como los dos planos paralelos kA, MN son cortados por el plano
EBAZ, SUS Secciones comunes E=, BA son paralelas [XI 16]. Por lo mismo, como los
dos planos He, KA son cortados por el plano A=zr, sus secciones comunes Ar, =z son
paralelas [id.]. Y puesto que se ha trazado la recta e= paralela a la Ba, uno de los lados
del triangulo ABa, entonces, proporcionalmente, como AE es a EB, asi A= a =a [VI 2].
Y puesto que se ha trazado a su vez la recta =z paralela a Ar, uno de los lados del
triangulo Aar, entonces, proporcionalmente, como A= es a =a, asi rz a za [id.]. Pero
se ha demostrado también que como A= es a =4, asi AE a EB; luego, Como AE €S a EB,
asirzaza[V 11].
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Por consiguiente, si dos rectas son cortadas por planos paralelos, seran cortadas
en la misma razon. Q. E. D.

Proposicion 18



Si una recta forma angulos rectos con un plano cualquiera, todos los planos que
pasen a través de ella formaran también angulos rectos con el mismo plano.

Pues forme angulos rectos una recta cualquiera, A, con el plano de referencia.

Digo que todos los planos que pasan a través de A forman también dngulos rectos
con el plano de referencia.

Trécese, pues, el plano aE a través de AB y sea re la seccion comdn del plano
AE Y el de referencia; tomese al azar el punto z en re, y tracese, desde el punto z, la
(recta) zH formando &ngulos rectos con re en el plano ae [I 11]. Ahora bien, como
AB es ortogonal al plano de referencia, entonces As formara también angulos rectos
con todas las rectas que la tocan y estan en el plano de referencia [XI Def. 3]; de
modo que también forma angulos rectos con re; luego el angulo ABz es recto. Pero el
(4ngulo) HzB es también recto; luego AB es paralela a zH [I 28]. Pero As forma angulos
rectos con el plano de referencia; entonces zH forma también angulos rectos con el
plano de referencia [XI 8]. Ahora bien, un plano es ortogonal a un plano cuando las
rectas trazadas en uno de los planos formando angulos rectos con la secciéon comdn
de los (dos) planos forman angulos rectos con el plano restante [XI Def. 4]. Y se ha
demostrado que la (recta) zH, trazada en uno de los planos ag, formando angulos rectos
con laseccion comun de los planos re, forma angulos rectos con el plano de referencia;
por tanto, el plano ae forma angulos rectos con el de referencia. De manera semejante
demostrariamos que todos los planos que pasan a través de A forman angulos rectos
con el plano de referencia.

A H A

Por consiguiente, si una recta forma angulos rectos con un plano cualquiera, todos
los planos que pasan a través de ella formaran también angulos rectos con el mismo
plano. Q. E. D.



Proposicion 19

Si dos planos que se cortan forman angulos rectos con un plano, su seccion
comun formara también angulos rectos con el mismo plano.

Pues formen los dos planos AB, Br angulos rectos con el plano de referencia, y
sea BA SU seccion comun.

Digo que Ba forma angulos rectos con el plano de referencia.

Pues supongamos que no, y tracese desde el punto a la (recta) At en el plano A
formando angulos rectos con la (recta) Aa y la (recta) az en el plano Br formando
angulos rectos con ra. Y como el plano AB es ortogonal al plano de referencia, y se
ha trazado At en el plano AB formando angulos rectos con su seccién comun, Aa,
entonces Ae es ortogonal al plano de referencia [XI Def. 4]. De manera semejante
demostrariamos que az es también ortogonal al plano de referencia. Entonces se han
levantado dos rectas formando angulos rectos con el plano de referencia desde el
mismo punto, a, por el mismo lado; lo cual es imposible [ X1 13]. Luego no se levantara
(otra recta) desde el punto A formando angulos rectos con el plano de referencia
excepto aB, la seccion comun de los planos AB, Br.
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Por consiguiente, si dos planos se cortan formando angulos rectos con un plano,
su seccién comun formara también angulos rectos con el mismo. Q. E. D.

Proposicion 20

Si un angulo solido es comprendido por tres angulos planos, dos cualesquiera,
tomados juntos de cualquier manera, son mayores que el restante.

Sea comprendido el angulo solido correspondiente a A por los tres &ngulos planos
BAT, FAA, AAB.

Digo que dos cualesquiera de los angulos BAr, raa, aAB, tomados juntos de
cualquier manera son mayores que el restante.
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Pues bien, si los angulos BAr, rAa, AAB son iguales entre si, esta claro que dos
cualesquiera son mayores que el restante. Pero si no, sea mayor el (angulo) Bar y
construyase sobre la recta A y en su punto A el angulo At igual al &ngulo aAB en el
plano que pasa a través de BAr; hagase AE igual a Aa, y corte la (recta) BEr trazada por
el punto E a las rectas AB, Ar en los puntos B, I, y tracense aB, ar. Ahora bien, como
AA es igual a AE y AB es comun, dos (lados) son iguales a dos (lados); y el angulo aAB
es igual al angulo BAE; entonces la base aB es igual a la base Bt [l 4]. Y como los dos
(lados) Ba, ar son mayores que Br [l 20], de los cuales se ha demostrado que AB es
igual a BE, entonces el restante ar es mayor que el restante er. Ahora bien, como aA
es igual a AE, y Ar es comun y la base ar es mayor que la base er, entonces el angulo
AAT es mayor que el angulo eAr [1 25]. Pero se ha demostrado que el (&ngulo) aAB es
igual al (dngulo) BAE; luego los (angulos) aAB, aAr son mayores que el angulo BAr.
De manera semejante demostrariamos que también los restantes tomados juntos dos
a dos son mayores que el restante.

Por consiguiente, si un &ngulo sélido es comprendido por tres angulos planos, dos
cualesquiera tomados juntos de cualquier manera son mayores que el restante. Q. E. D.

Prorosicion 21

Todo angulo sélido es comprendido por angulos planos menores que cuatro
rectos.

Sea comprendido el angulo sélido correspondiente a A por los angulos planos
BAT, FAA, AAB.



Digo que los (dngulos) BAr, rAa, AAB SON menores que cuatro rectos.

Témense, pues, al azar, los puntos B, I, Ao en las (rectas) AB, Ar, Aa
respectivamente, y trdcense Br, ra, AB. Y como el angulo sélido correspondiente a B es
comprendido por los tres angulos planos rea, ABa, rea, dos cualesquiera son mayores
que el restante [ X1 20]. Luego los angulos rea, ABa son mayores que el angulo rsea.
Por lo mismo los (&ngulos) Bra, Ara también son mayores que el (angulo) Bra, y los
(4ngulos) raAa, AaB son mayores que el (angulo) raB; entonces los seis angulos rBa,
ABA, BFA, ArA, TAA, AAB son mayores que los tres (angulos) rea, Bra, ras. Pero los
tres (dngulos) rea, Bar, Bra son iguales a dos rectos [l 32]. Luego los seis angulos
FBA, ABA, BIA, ArA, FAA, AAB SON mayores que dos rectos. Y como los tres angulos de
cada uno de los triangulos ABr, Ara, AaB son iguales a dos rectos, entonces los nueve
angulos rBA, ArB, BAT, ArA, FAA, FAA, AAB, ABA, BAA de l0s tres tridngulos son iguales
a seis rectos, y de ellos los seis angulos ABF, BrA, Ara, raA, AAB, ABA SON mMayores
que dos rectos; por tanto los tres (&ngulos) restantes BAr, rAa, AAB que comprenden
el &ngulo sdlido son menores que cuatro rectos.
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Por consiguiente, todo angulo sélido es comprendido por &ngulos planos menores
que cuatro rectos. Q. E. D.24,

Proposicion 22



Si hay tres angulos planos, dos de los cuales tomados juntos de cualquier manera
son mayores que el restante, y los comprenden rectas iguales, es posible construir un
triangulo a partir de las (rectas) que unen (los extremos) de las rectas iguales.

Sean ABr, AEz, HeK tres &ngulos planos, dos de los cuales tomados juntos de
cualquier manera son mayores que el restante, a saber: los (d&ngulos) ABr, AEz mayores
que el (angulo) Hek, los (&ngulos) aEz, Hek mayores que ABI Yy ademas los (angulos)
HeK, ABI (mayores) que Aez. Y sean iguales las rectas AB, Br, AE, EZ, HO, OK, Y tracense
AT, AZ, HK.

Digo que es posible construir un triangulo a partir de (rectas) iguales a Ar, Az, HK,
es decir, que dos cualesquiera de las (rectas) Ar, Az, HK son mayores que la restante.

Pues si los angulos ABr, aEz, Hek son iguales entre si, esta claro que, siendo
también iguales Ar, az, HK, es posible construir un triangulo a partir de las (rectas)
iguales a Ar, Az, HK.

Pero si no, sean desiguales y constriyase en la recta ek y en su punto e el angulo
KeA igual al angulo ABr, y hdgase e igual a una de las (rectas) AB, Br, AE, EZ, HO, OK,
y tracense KA, HA. Ahora bien, puesto que los dos lados AB, Br son iguales a los dos
(lados) ke, oA, y el angulo correspondiente a B es igual al (&ngulo) kea, entonces la
base Ar es igual a la base kA [1 4]. Y como los (angulos) ABr, Hek son mayores que el
(angulo) aez y el (angulo) aez y el (dngulo) ABr es igual al (&ngulo) kea, entonces el
(4ngulo) HeA es mayor que el (angulo) aez. Y como los dos (lados) He, eA son iguales
a los dos (lados) ag, ez y el (angulo) HeA es mayor que el (angulo) aez, entonces la
base HA es mayor que la base az [I 24]. Pero HK, KA SOn mayores que HA. Asi pues, HK,
KA son mucho mayores que az. Pero KA es igual a Ar; luego Ar, HK son mayores que
la restante az. De manera semejante demostrariamos que Ar, Az son también mayores
que HK, y ademas Az, HK SON mayores que Ar.
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Por consiguiente, es posible construir un tridngulo a partir de rectas iguales a las
(rectas) Ar, Az, HK. Q. E. D.22,

Proposicion 23

Construir un angulo solido a partir de tres angulos planos, dos de los cuales
tomados juntos de cualquier manera son mayores que el restante; entonces, es
necesario que los tres angulos sean menores que cuatro rectos.

Sean ABr, AEZ, HKe los tres dngulos planos dados, dos de los cuales tomados juntos
de cualquier manera son mayores que el restante, siendo los tres ademas menores que
cuatro rectos.
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Asi pues hay que construir un angulo sélido a partir de (dngulos) iguales a ABr,
AEZ, HOK.

Témense las (rectas) iguales AB, Br, AE, EZ, HO, ©K, Y tracense Ar, Az, HK [XI1 22].
Entonces es posible construir un triangulo a partir de rectas iguales a Ar, az, HK [XI
22]. Construyase y sea AMN, de modo que Ar sea igual a AM, Az a MN y ademas HK
a NA, Yy circunscribase en torno al triangulo AmMN el circulo AMN, tdmese su centro y
sea = y tracense A=, M=, N=.

Digo que AB es mayor que A=. Pues, si no, 0 AB es igual a A= 0 es menor. En
primer lugar sea igual. Y como AB es igual a A=, mientras que AB es igual a BI y =A
a =M, entonces los dos (lados) AB, Br son iguales respectivamente a los dos (lados)
AZ, =M; Y se ha supuesto que la base Ar es igual a la base Am; luego el (angulo) ABr
es igual al angulo A=m [1 8]. Por la misma razén el (dngulo) aez es igual al (d&ngulo)
M=N y ademas el (dngulo) Hek (es igual) al (angulo) N=A, luego los tres angulos ABr,
AEZ, Hok son iguales a los tres angulos A=M, M=N, N=A. Pero los tres (angulos) A=m,
M=N, N=A son iguales a cuatro rectos, entonces los tres (&ngulos) ABr, AEZ, HOK SON
iguales a cuatro rectos. Pero se ha supuesto que son menores que cuatro rectos; lo
cual es absurdo. Luego AB no es igual a A=.

Digo ademas que AB tampoco es menor que A=.

Porque si fuera posible sea asi y hagase =o igual a AB, =n igual a Br y tracese on.
Ahora bien, como AB es igual a Br, =o es igual a =n; de modo que la (recta) restante
A0 es igual a nm. Entonces Am es paralela a on [VI 2] y AM=, on= son equiangulares
[ 29]; luego, como =A es a AMm, asi =0 a on [VI 4]; y por alternancia, como A= es a
=0, asi Am a on [V 16]. Pero AE es mayor que =0; entonces AM es mayor que ori. Pero
AM se ha hecho igual a Ar. luego Ar es también mayor que on. Pues bien, como los
dos (lados) AB, Br son iguales a los dos (lados) o=, =, y la base Ar es mayor que la
base on, entonces el (angulo) ABr es mayor que el (dngulo) o=n [l 25]. De manera
semejante demostrariamos que el (angulo) aez es también mayor que el (d&ngulo) m=n
y el (&ngulo) Hek (mayor) que el (&ngulo) N=A. Por tanto, los tres angulos ABr, AEz,
Hek son mayores que los tres (&ngulos) A=M, M=N, N=A. Pero se ha supuesto que los
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(4ngulos) ABr, AEZ, HOK son menores que cuatro rectos; entonces los (angulos) A=wm,
M=N, NZA son mucho menores que cuatro rectos. Pero también iguales, lo cual es
absurdo. Luego AB no es menor que A=. Pero se ha demostrado que tampoco es igual;
por tanto AB €S mayor que A=.
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Levantese desde el punto = la (recta) =p formando angulos rectos con el plano del
circulo AmN [XI 12]; y sea el cuadrado de =p igual al (area) en la que el cuadrado de
AB es mayor que el cuadrado de AE [Lema], y tracense PA, PM, PN. Ahora bien, como
p= forma angulos rectos con el plano del circulo AmN, entonces p= forma también
angulos rectos con cada una de las (rectas) A=, M=, N=. Y como A= es igual a=m y =p
es comun y forma angulos rectos, entonces la base pA es igual a la base pm [I 4]. Por
lo mismo PN es igual a cada una de las (rectas) pA, PM; entonces las tres (rectas) PA,
PM, PN son iguales entre si. Y como se ha supuesto que el (cuadrado) de =p es igual
al (area) en la que el (cuadrado) de AB es mayor que el (cuadrado) de AE, entonces
el (cuadrado) de AB es igual a los (cuadrados) de A=, =p. Pero el (cuadrado) de AP es
igual a los (cuadrados) de A=, =p: porque el (angulo) A=p es recto [l 47]; entonces el
(cuadrado) de AB es igual al (cuadrado) de pA; luego AB es igual a PA. Pero cada una
de las (rectas) Br, A, EZ, Ho, ©K es igual a AB, y cada una de las (rectas) pm, PN es igual
a PA; entonces cada una de las (rectas) AB, Br, AE, EZ, HO, ©K es igual a cada una de
las (rectas) pA, Pm, PN. Ahora bien, como los dos (lados) Ap, Pm son iguales a los dos
(lados) AB, Bry se ha supuesto que la base Am es igual a la base Ar, entonces el &ngulo



APM es igual al angulo Asr [I 8]. Por lo mismo, el (&ngulo) mpN es igual al (angulo)
Aez 'y el (Angulo) ApN al (dngulo) Hek.

Por consiguiente, a partir de los tres &ngulos planos APm, MPN, APN que son iguales
a los tres dados ABr, AEz, Hek, se ha construido el &ngulo sélido correspondiente a P
comprendido por los angulos APM, MPN, APN. Q. E. .25,

LEMA:

Demostrariamos como sigue de qué manera se puede tomar el cuadrado de =p
igual al area en la que el cuadrado de AB es mayor que el cuadrado de A=:

Pdnganse las rectas AB, A=, y sea AB mayor, y describase sobre ella el semicirculo
ABr, y adaptese al semicirculo ABr la (recta) Ar igual a la recta A= que no sea mayor que
el diametro A [IV 1]; y tracese . Asi pues, como Are es un angulo en el semicirculo
ArB, entonces el (d&ngulo) Ars es recto [I11 31]. Luego el cuadrado de AB es igual a los
cuadrados de Ar, ra [I 47]. De modo que el cuadrado de AB es mayor que el cuadrado
de Ar en el cuadrado de rB. Pero Ar es igual a A=. Luego el cuadrado de AB es mayor
que el cuadrado de A= en el cuadrado de rB. Pues bien, si tomamos la (recta) =p igual
a Br, el cuadrado de AB es mayor que el cuadrado de A= en el cuadrado de =p. Que
es lo que se ha propuesto hacer.

Proposicion 24

Si un solido es comprendido por planos paralelos, sus planos opuestos son
iguales y paralelogramos.

Sea comprendido el solido raeH por los planos paralelos Ar, Hz, A9, Az, BZ, AE .

Digo que sus planos opuestos son iguales y paralelogramos.

Pues como los dos planos paralelos BH, r'E se cortan por el plano Ar, sus secciones
comunes son paralelas [XI 16]. Entonces AB es paralela a ar. Como los dos planos
paralelos Bz, AE se cortan a su vez por el plano Ar, sus secciones comunes son paralelas
[X1 16]. Entonces Br es paralela a Aa. Pero se ha demostrado que AB es paralela a ar;
luego Ar es un paralelogramo. De manera semejante demostrariamos que cada uno
de los (planos) az, zH, HB, Bz, AE es un paralelogramo.
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Trécense las (rectas) Ae, az. Y como AB es paralela a ar y Bo a rz, entonces las
dos rectas que se tocan AB, Be son paralelas a las dos rectas que se tocan ar, rz sin
estar en el mismo plano. Luego comprenderan angulos iguales [XI 10]. Por tanto el
angulo aBe es igual al (angulo) arz. Y como los dos (lados) AB, Be son iguales a
los dos (lados) ar, rz [I 34], y el (angulo) ABe es igual al angulo arz, entonces la
base Ae es igual a la base az, y el tridngulo ABe es igual al triangulo arz [14]. Ahora
bien, el paralelogramo BH es el doble del (triangulo) ABe y el paralelogramo re es
doble del (triangulo) arz [1 34]; luego el paralelogramo BH es igual al paralelogramo
re. De manera semejante demostrariamos que el (paralelogramo) Ar es igual al
(paralelogramo) Hz y el (paralelogramo) At al (paralelogramo) Bz.

Por consiguiente, si un sélido es comprendido por planos paralelos, sus planos
opuestos son iguales y paralelogramos. Q. €. 0.2’

Proposicion 25

Si un sélido paralelepipedo®® es cortado por un plano que sea paralelo a los
planos opuestos, entonces, como la base es a la base, asi serd el solido al solido.



Sea cortado, pues, el solido paralelepipedo ABra por el plano zH que es paralelo
a los planos opuestos PA, ae.

Digo que como la base AEzo es a la base Eerz, asi el sélido ABzy es al sélido EHrA.

Pues prolonguese Ae por cada lado y hagase un nimero cualquiera de (rectas) Ak,
KA iguales a AE, y un niumero cualquiera de (rectas) em, MN iguales a Ee, y complétense
los paralelogramos Ao, Ko, ©x, Mz Yy los solidos An, kP, am, MT. Ahora bien, como
las rectas AK, KA, AE son iguales entre si, los paralelogramos Ao, ko, Az son también
iguales entre si, y K=, KB, AH (son iguales) entre si y ademas Ay, Kn, AP (son iguales)
entre si: porque son opuestos [XI 24].
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Por la misma razon, los paralelogramos Er, ex, Mz son también iguales entre
si, y los (paralelogramos) eH, o1, IN son también iguales entre si, y ademas los
(paralelogramos) ae, MQ, NT son iguales entre si; entonces, en los sélidos An, kP, AY
tres planos son iguales a tres planos. Y los tres planos son iguales a los tres opuestos.
Luego los tres sélidos An, kP, AY son iguales entre si.

Por lo mismo, los tres solidos Ea, am, MT son iguales entre si; asi pues, cuantas
veces la base Az es multiplo de la base Az, tantas es multiplo el s6lido Ay del sélido Ay.

Por lo mismo, cuantas veces la base Nz es multiplo de la base zo, tantas es multiplo
el solido Ny del sélido ev. Y si la base Az es igual a la base Nz, el s6lido Ay es igual
al sélido Ny, y si la base Az excede a la base Nz, el sélido Ay excede al sélido Ny, y
si (uno) es deficiente el (otro) es deficiente. Por tanto, habiendo cuatro magnitudes, a
saber: las dos bases Az, zo y los dos s6lidos Ay, Ye, se han tomado como equimdltiplos



de la base Az y del sélido Ay, la base Az y el sélido Ay, y de la base oz y el sélido
ov, la base Nz y el solido Ny, y se ha demostrado que si la base Az excede a la base
zN, el sélido Ay excede también al sélido Ny, y si es igual, es igual y si es deficiente,
es deficiente.

Por consiguiente, como la base Az es a la base ze, asi el s6lido Ay al sélido ve.
Q. E.D.

Proposicion 26

Construir un angulo solido igual a un angulo solido dado sobre una recta dada
y en uno de sus puntos.

Sea AB la recta dada y A el punto dado en ella y sea el (angulo) correspondiente
a A el angulo dado, comprendido por los angulos planos ear, Eaz, zaAr.

Asi pues, hay que construir un angulo solido igual al angulo sdlido
correspondiente a A sobre la recta AB y en su punto A.

Tomese al azar un punto z en la (recta) az; tracese zH desde el (punto) z
perpendicular al plano que pasa por Ea, ar [XI 11], y tnase con el plano en el (punto)
H; tracese AH Yy construyase sobre la recta AB y en su punto A el (angulo) BAA igual
al angulo ear, y el (angulo) Bak igual al angulo eaH [I 23]; hdgase Ak igual a aH y
levantese desde el punto K la (recta) ke formando angulos rectos con el plano que
pasa por BAA [ X1 12]; hagase ke igual a Hz y tracese oA.



Digo que el angulo solido correspondiente a A, comprendido por los &ngulos BAA,
BA®, @AA es igual al angulo sélido correspondiente a A, comprendido por los angulos
EAI, EAZ, ZAT.

Pues tdmense las (rectas) iguales AB, AE y tracense @B, KB, ZE, HE. Y COMO ZH €S
ortogonal al plano de referencia, entonces hara angulos rectos con todas las (rectas)
que la tocan y estan en el plano de referencia [XI Def. 3]; luego cada uno de los
angulos zHa, zHE es recto. Por lo mismo, cada uno de los &ngulos ekA, ekB es también
recto. Y como los dos (lados) KA, AB son iguales respectivamente a los dos (lados)
Ha, AE Y comprenden angulos iguales, entonces la base kB es igual a la base HE [l 4].
Pero ke es igual a Hz; y comprenden angulos rectos; entonces también eB es igual a
Ze [1 4]. Como los dos (lados) Ak, ke son a su vez iguales a los dos (lados) aH, HZ y
comprenden angulos rectos, entonces la base Ae es igual a la base za [I 4]. Pero AB
es igual también a aE; entonces los dos (lados) eA, AB son iguales a los dos (lados)
Az, AE. Y la base eB es igual a la base ze; luego el angulo Bae es igual al angulo Eaz
[I 8]. Por lo mismo, el (angulo) ean es también igual al (dngulo) zar. Y el (angulo)
BAA es también igual al (4&ngulo) ear.

Por consiguiente, se ha construido (un &ngulo sélido) igual al angulo sélido dado
correspondiente a a, sobre la recta dada AB y en su punto dado A. Q. E. F.



Proposicion 27

Trazar sobre una recta dada un solido paralelepipedo semejante y situado de
manera semejante a un solido paralelepipedo dado.

Sea AB la recta dada y ra el sélido paralelepipedo dado.

Asi pues, hay que trazar sobre la recta dada AB un sélido paralelepipedo semejante
y situado de manera semejante al sélido paralelepipedo dado ra.

Constrayase, pues, en la recta AB y en su punto A un (angulo) igual al angulo
solido correspondiente ar comprendido por los (angulos) Bae, ©AK, KAB, de modo que
el (dngulo) Bae sea igual al angulo erz, el (angulo) Bak al (angulo) erH y el (dngulo)
kAo al (Angulo) Hrz; y hagase de forma que, como Er es a rH, asi BA a AK, y COMO Hr
esarz, asi kaaaAe [VI 12]. Luego, por igualdad, como Er esarz, asi BAa Ae [V 22].
Completese el paralelogramo eB y el sélido AA.
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Y dado que, como Er es a rH, asi BA a AK, Y los lados que comprenden los angulos
iguales ErH, BAK son proporcionales, entonces el paralelogramo HE es semejante al
paralelogramo kB. Por lo mismo, el paralelogramo ke es semejante al paralelogramo
Hz y zE a oB; luego tres paralelogramos del sélido ra son semejantes a tres
paralelogramos del solido AA. Pero los tres primeros son iguales y semejantes a los



tres opuestos y los otros tres son también iguales y semejantes a los tres opuestos;
luego el sélido entero ra es semejante al s6lido entero An [XI Def. 9].

Por consiguiente, se ha trazado sobre la recta dada Ag el sélido paralelepipedo An
semejante y situado de manera semejante al dado ra. Q. E. F.

Proposicion 28

Si un s6lido paralelepipedo es cortado por un plano segun las diagonales de los
planos opuestos, el solido sera dividido en dos partes iguales por el plano.

Cortese, pues, el solido paralelepipedo AB por el plano raez segun las diagonales
rz, AE de sus planos opuestos.
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Digo que el solido AB sera dividido en dos partes iguales por el plano raez.

Pues como el tridngulo rHz es igual al triangulo rzs [l 34] y el (triangulo) AaE al
AE®, mientras que el paralelogramo ra es también igual al (paralelogramo) e: porque
son opuestos; y HE (es igual) a re, entonces el prisma comprendido por los dos
triangulos rHz, AAE y los tres paralelogramos HE, Ar, re es también igual al prisma
comprendido por los dos triangulos rzB, aee y los tres paralelogramos re, BE, rE:
porque son comprendidos por planos iguales en nimero y tamafio. De modo que el
solido entero A ha sido dividido en dos partes iguales por el plano raez. q. E. p.%°.



Proposicion 29

Los solidos paralelepipedos que estan sobre la misma base y tienen la misma
altura, y en los que (los extremos superiores) de las aristas laterales estan en las
mismas rectas son iguales entre sicC,

Estén sobre la misma base AB y tengan la misma altura los solidos paralelepipedos
™M, N en los que (los extremos de) las aristas laterales AH, Az, AM, AN, TA, TE, BO, BK
estan en las mismas rectas zN, AK.

Digo que el sélido rm es igual al sélido rn.

Pues como cada una de las (figuras) re, rk es un paralelogramo, rs es igual a
cada una de las (rectas) ae, ek [l 34]; de modo que ae es igual a Ek. Quitese de
ambas Ee; entonces la (recta) restante At es igual a la (recta) restante ek. De modo
que el triangulo are es también igual al tridngulo eBk [l 8, 4] y el paralelogramo
AH al paralelogramo en [I 36]. Por lo mismo, el tridngulo AzH es también igual al
triangulo MAN. Pero el paralelogramo rz es también igual al paralelogramo Bm vy el
(paralelogramo) rH al (paralelogramo) BN: porque son opuestos. Luego el prisma
comprendido por los dos triangulos AzH, are y los tres paralelogramos Aa, aH, IH €S
igual al prisma comprendido por los dos tridngulos MAN, @BK Y los tres paralelogramos
BM, ©N, BN. Afiadase a uno y otro el solido cuya base es el paralelogramo AB y su
(plano) opuesto Heem; entonces el solido paralelepipedo entero rm es igual al solido
paralelepipedo entero rn.
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Por consiguiente, los sélidos paralelepipedos que estan sobre la misma base y
tienen la misma altura y en los que (los extremos superiores) de las aristas laterales
estan en las mismas rectas son iguales entre si. Q. E. D.

Proposicion 30

Los solidos paralelepipedos que estan sobre la misma base y tienen la misma
altura y en los que (los extremos superiores de) las aristas laterales no estan en las
mismas rectas son iguales entre si.

Estén sobre la misma base, AB, y tengan la misma altura los sdlidos
paralelepipedos rm, rN en los que (los extremos superiores de) las aristas laterales Az,
AH, AM, AN, A, TE, BO, BK N0 estan en las misma rectas.

N O K P
M
H —

i

A
e/ A\




Digo que el sélido rm es igual al sélido rn.

Prol6nguense NK, ae y Unanse en Py ademas Prolénguense zm, HE hasta o, i, y
tracense A=, A0, rn, BP. Entonces el solido rm cuya base es el paralelogramo Area 'y
su (plano) opuesto zaem es igual al sélido ro cuya base es el paralelogramo Area 'y su
(plano) opuesto =nPo: porque estan sobre la misma base Area y tienen la misma altura
y (los extremos superiores de) las aristas laterales Az, A=, AM, AO, Ta, T, BO, BP estan
en las mismas rectas zo, ap [XI 29]. Pero el solido ro cuya base es el paralelogramo
ArBA Y su (plano) opuesto =rpo es igual al sélido AN cuya base es el paralelogramo
ArBA 'Y su (plano) opuesto HEKN: porque a su vez esta sobre la misma base Area y
tiene la misma altura y (los extremos superiores de) sus aristas laterales AH, A=z, TE,
M, AN, AO, BK, BP estan en las mismas rectas Hr, Np. De modo que el sélido rm es
también igual al sélido rn.

Por consiguiente, los sélidos paralelepipedos que estan sobre la misma base y
tienen la misma altura y en los que (los extremos superiores de) las aristas laterales
no estan en las mismas rectas son iguales. Q. E. D.

Prorosicion 31

Los solidos paralelepipedos que estan sobre la misma base y tienen la misma
altura son iguales entre si.

Estén los sélidos paralelepipedos Ag, rz sobre las bases iguales AB, ra, y tengan
la misma altura.

Digo que el solido AE es igual al solido rz.

Formen angulos rectos, en primer lugar, las aristas laterales ek, BE, AH, AM, o,
Az, 1=, Pz con las bases AB, ra y sea PT el resultado de prolongar en linea recta la
recta re, y constrayase en la recta pT y en su punto p el (dngulo) Tpy igual al (angulo)
ANB [l 23]; hagase pT igual a AA y PY igual a AB y complétese la base px y el solido
wy. Pues bien, como las dos (rectas) Tp, Py son iguales a las dos (rectas) AA, AB Y
comprenden angulos iguales, entonces el paralelogramo px es igual y semejante al
paralelogramo eA. Y como AA es a su vez igual a Pt y Am a Pz, y comprenden angulos
rectos, entonces el paralelogramo pw es igual y semejante al paralelogramo Am. Por
lo mismo, el (paralelogramo) AE es igual y semejante al (paralelogramo) zv; luego
tres paralelogramos del solido AE son iguales y semejantes a tres paralelogramos del
solido wy. Pero los tres primeros son iguales y semejantes a los tres opuestos y los
otros tres a los tres opuestos [XI 24]; luego el solido paralelepipedo entero A€ es igual
al solido paralelepipedo entero wy [XI Def. 10]. Tracense ap, XY y encuéntrense en
el (punto) q, y a través de T, tracese 1 oT? paralela a aQ, y prolénguese oa hasta a, y
complétense los sélidos Qw, pi. Entonces el sélido wa cuya base es el paralelogramo
Py y su (cara) opuesta Q¢ es igual al sélido wy cuya base es el paralelogramo pv y su
(cara) opuesta Yo: porque estan sobre la misma base py y tienen la misma altura y (los
extremos superiores de) sus aristas laterales PQ, Py, T3, TX, 2¢, =0, ¢, wo estan sobre



las mismas rectas ax, co [ X1 29]. Pero el s6lido wy es igual al solido AE. Luego el sélido
wo es también igual al s6lido Ae. Ahora bien, como el paralelogramo pyxT es igual al
paralelogramo ot —porque estan sobre la misma base, T, y entre las mismas paralelas
PT ox [l 35]— mientras que el (paralelogramo) pyxT es igual al (paralelogramo) ra —
porque es igual también a AB—, entonces el (paralelogramo) ot es también igual al
(paralelogramo) ra. Pero AT es otro (paralelogramo); luego, como la base ra es a AT,
asi ot a AT [V 7]. Ahora bien, puesto que el solido paralelepipedo ri ha sido cortado
por el plano pz, que es paralelo a los planos opuestos, como la base ra es a la base AT,
asi el sélido rz al sélido pi [ X1 25]. Por lo mismo, puesto que el sélido paralelepipedo
QI ha sido cortado por el plano pw que es paralelo a los planos opuestos, como la base
QT es a la base Ta, asi el solido ow al (s6lido) p1 [XI 25]. Pero como la base ra es a
la base aT, asi QT a AT; entonces, como el solido rz es al solido pi, asi el sélido o al
solido p1 [V 11]. Luego cada uno de los sélidos rz, ow guarda la misma razén con pi;
asi pues, el solido rz es igual al solido ow [V 9]. Pero se ha demostrado que Qv es
igual a AE; por tanto, AE es también igual a rz.
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Ahora no formen angulos rectos las aristas laterales AH, oK, BE, AM, I'N, O, AZ, A
Pz con las bases AB, ra.

Digo una vez mas que el sélido Ae es igual al sélido rz.

Pues tracense desde los puntos k, E, H, M, 1, Z, N, = hasta el plano de referencia las
perpendiculares K=, ET, HY, Mo, MX, z¥, NQ, 51, y Unanse con el plano en los puntos =,
T,Y, o, X, ¥, Q, 1.y trdcense =T, =Y, Yo, T¥, XQ, I, Iv. Entonces el s6lido ko es igual al
solido mi: porque estan sobre las bases iguales km, nz y tienen la misma altura y sus
aristas laterales forman angulos rectos con las bases [1? parte de la proposicién]. Pero
el sélido ko es igual al sélido AE, y el (sélido) ri al (s6lido) rz: porque estan sobre la
misma base y tienen lamisma altura 'y (los extremos superiores de) sus aristas laterales
no estan sobre las mismas rectas [ X1 30]. Luego el s6lido AE es igual al solido rz.



