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NOTA SOBRE LA PRESENTE TRADUCCION

La presente traduccion sigue la edicion de J. L. Heiberg y H. Mengue,
Euclidis Opera omnia, vols. I-1V, Leipzig, 1883-1886. Como en el volumen
anterior, pongo entre paréntesis aquellas palabras o frases que no aparecen
en el texto griego y que considero necesarias para la comprension del
mismo.

Por otra parte, dada la importancia de la formulacién original de la
relacion de proporcion hos... houtos: «como... es a..., asi... es a...»,
mantendré esta traduccidn, a pesar de que en castellano su forma mas
frecuente es: «...es a... como... es a...».

Conste, en fin, mi agradecimiento a Luis Vega por su colaboracion en
las notas.



LIBRO QUINTO

DEFINICIONES

Una magnitud es parte de una magnitud, la menor de la mayor,
cuando mide a la mayor.

Y la mayor es multiplo de la menor cuando es medida por la menor.

Una razdén es determinada relacion con respecto a su tamafio entre
dos magnitudes homogéneas?2.

Se dice que guardan razon entre si las magnitudes que, al
multiplicarse, pueden exceder una a otra3.

Se dice que una primera magnitud guarda la misma razén? con una
segunda que una tercera con una cuarta, cuando cualesquiera
equimultiplos de la primera y la tercera excedan a la par, sean
iguales a la par o resulten inferiores a la par, que cualesquiera
equimultiplos de la segunda y la cuarta, respectivamente y
tomados en el orden correspondiente?.

Llamense proporcionales las magnitudes que guardan la misma
razon®.

Entre los equimultiplos, cuando el multiplo de la primera excede al
multiplo de la segunda pero el multiplo de la tercera no excede al
multiplo de la cuarta, entonces se dice que la primera guarda con
la segunda una razén mayor que la tercera con la cuartaZ.

Una proporcion entre tres términos es la menor posible®.

Cuando tres magnitudes son proporcionales, se dice que la primera
guarda con la tercera una razon duplicada de la que (guarda) con la
segunda.
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Cuando cuatro magnitudes son proporcionales, se dice que la primera
guarda con la cuarta una razon triplicada de la que (guarda) con la
segunda, y asi siempre, sucesivamente, sea cual fuere Ila
proporcion?.

Se llaman magnitudes correspondientes las antecedentes en relacion
con las antecedentes y las consecuentes con las consecuentes'’.

Una razon por alternancia consiste en tomar el antecedente en
relacion con el antecedente y el consecuente en relacion con el
consecuentell.

Una razon por inversion consiste en tomar el consecuente como
antecedente en relacion con el antecedente como consecuente!2.

La composicion de una razon consiste en tomar el antecedente junto
con el consecuente como una sola (magnitud) en relaciéon con el
propio consecuentel3.

La separacion de una razén consiste en tomar el exceso por el que el
antecedente excede al consecuente en relacion con el propio
consecuente!?,

La conversion de una razon consiste en tomar el antecedente en
relacion con el exceso por el que el antecedente excede al
consecuentel>,

Una razén por igualdad'® se da cuando, habiendo varias magnitudes
y otras iguales a ellas en numero que, tomadas de dos en dos,
guardan la misma razén, sucede que como la primera es a la Gltima
—entre las primeras magnitudes—, asi —entre las segundas
magnitudes— la primera es a la ultima; o, dicho de otro modo,
consiste en tomar los extremos sin considerar los medios'Z.

Una proporcién perturbadal® se da cuando habiendo tres magnitudes
y otras iguales a ellas en numero, sucede que como el antecedente es
al consecuente —entre las primeras magnitudes—, asi —entre las
segundas magnitudes—el antecedente es al consecuente, y como el
consecuente es a alguna otra (magnitud) —entre las primeras
magnitudes—, asi —entre las segundas magnitudes—alguna otra
(magnitud) es al antecedente!®.

PROPOSICION 1



Si hay un numero cualquiera de magnitudes respectivamente
equimultiplos de cualesquiera otras magnitudes iguales en numero, cuantas
veces una sea multiplo de otra, tantas veces lo serdn todas de todas.

Sean un nimero cualquiera de magnitudes AB, TA respectivamente
equimultiplos de cualesquiera otras magnitudes E, Z iguales en numero.

Digo que, cuantas veces AB sea multiplo de E, tantas veces lo seran
también AB, TA de E, Z.

Pues dado que AB es equimultiplo de E y 1A de z, entonces, cuantas
magnitudes iguales a E hay en AB, tantas hay también en ra iguales a z.
Dividase AB en las magnitudes AH, HB iguales a E y TA en las (magnitudes)
re, @A iguales a z; entonces el nimero de las (magnitudes) AH, HB sera igual
al naimero de las (magnitudes) re, ®A. Ahora bien, como AH es igual a E 'y
re a z, entonces AH es igual a E'y AH, I'® a E, Z. Por lo mismo, HB es igual a E
y HB, @A a E, Z; por tanto, cuantas (magnitudes) hay en AB iguales a E, tantas
hay también en AB, A iguales a E, z; luego cuantas veces sea AB multiplo de
E, tantas veces lo seran también AB, I'A de E, Z.

Por consiguiente, si hay un numero cualquiera de magnitudes
respectivamente equimultiplos de cualesquiera otras magnitudes iguales en
numero, cuantas veces una sea multiplo de otra, tantas veces lo seran
también todas de todas. Q. E. D.

PROPOSICION 2

Si una primera (magnitud) es el mismo multiplo de una segunda que
una tercera de una cuarta, y una quinta es también el mismo multiplo de la
segunda que una sexta de la cuarta, la suma de la primera y la quinta sera
el mismo multiplo de la segunda que la suma de la tercera y la sexta de la
cuarta.



Pues sea la primera (magnitud), AB, el mismo multiplo de la segunda,
I, que la tercera, AE, de la cuarta, z, y sea la quinta, BH, el mismo multiplo
de la segunda, 1, que la sexta, E®, de la cuarta, z.

B H
At 4 + 4
I +—
E (S}
A+ —+ !

Digo que la suma de la primera y la quinta, AH, es el mismo multiplo
de la segunda, I, que la (suma de) la tercera y la sexta, Ao, de la cuarta, z.

Pues, dado que AB es el mismo multiplo de T que AE de z, entonces,
cuantas (magnitudes) hay en AB iguales a I, tantas hay también en AE
iguales a z. Y, por lo mismo, cuantas (magnitudes) hay en BH iguales a T,
tantas hay también en E® iguales a z; asi pues, cuantas (magnitudes) hay en
la (magnitud) entera AH iguales a I, tantas hay también en la (magnitud)
entera A® iguales a z; por tanto, cuantas veces AH es multiplo de T, tantas
veces lo serd Ao de z. Luego la suma de la primera y la quinta, AH, sera
también el mismo multiplo de la segunda, I, que la (suma de) la tercera y la
sexta, A®, de la cuarta, Z.

Por consiguiente, si una primera (magnitud) es el mismo multiplo de
una segunda que una tercera de una cuarta y una quinta es también el
mismo multiplo de la segunda que una sexta de la cuarta, la suma de la
primera y la quinta serd el mismo multiplo de la segunda que la suma de la
tercera y la sexta de la cuarta. Q. E. D.

PROPOSICION 3

Si una primera (magnitud) es el mismo multiplo de una segunda que
una tercera de una cuarta, y se toman equimultiplos de la primera y la

tercera, también por igualdad?? cada una de las dos (magnitudes) tomadas



seran equimultiplos, respectivamente, una de la segunda, y la otra de la
cuarta.

Pues sea la primera, A, el mismo multiplo de la segunda, B, que la
tercera, I, de la cuarta, A, y tomense los equimultiplos Ez, He de A, T.

Digo que Ez es el mismo multiplo de B que Ho de A.

Pues dado que Ez es el mismo multiplo de A que Ez de T, entonces,
cuantas (magnitudes) hay en Ez iguales a A, tantas hay también en HEO
iguales a 1. Dividase Ez en las magnitudes EK, Kz iguales a A, y H® en las
(magnitudes) HA, A® iguales a . Entonces el nimero de las (magnitudes)
EK, KZ serd igual al nimero de las (magnitudes) HA, A©. Y puesto que A es el
mismo multiplo de B que I de A, mientras que EK es igual a A y HA a T,
entonces EK es el mismo multiplo de B que HA de A. Por lo mismo Kz es el
mismo multiplo de B que A® de A. Asi pues, dado que la primera, EK, es el
mismo multiplo de la segunda, B, que la tercera, HA, de la cuarta, A, y la
quinta, Kz, también es el mismo multiplo de la segunda, B, que la sexta, Ao,
de la cuarta, A; entonces la suma de la primera y la quinta, Ez, es también el
mismo multiplo de la segunda, B, que la (suma de) la tercera y la sexta, HO,
de la cuarta, A [V, 2].

Por consiguiente, si una primera magnitud es el mismo multiplo de
una segunda que una tercera de una cuarta, y se toman equimultiplos de la
primera y la tercera, también, por igualdad, cada una de las dos
(magnitudes) tomadas seran equimultiplos, respectivamente, una de la
segunda y la otra de la cuarta. Q. E. D.



PROPOSICION 4

Si una primera (magnitud) guarda la misma razon con una segunda
que una tercera con una cuarta, cualesquiera equimultiplos de la primera y
la tercera guardaran la misma razon con cualesquiera equimultiplos de la
segunda y la cuarta respectivamente, tomados en el orden correspondiente.

Pues guarde la primera (magnitud), A, la misma razdn con la segunda,
B, que la tercera, I, con la cuarta, A, y tomense los equimultiplos E, z de A, T,
y otros equimultiplos tomados al azar?! H, e, de B, A.

Digo que como E es a H, asi Z es a ©.

Pues tomense los equimultiplos K, A de E, z, y otros equimultiplos
tomados al azar, M, N de H, ©.

Dado que E es el mismo multiplo de A que z de T, y se han tomado los
equimultiplos K, A de E, z, entonces K es el mismo multiplo de A que A de T
[V, 3]. Por lo mismo M es el mismo multiplo de B que N de A. Ahora bien,
puesto que A es a Bcomo T a A, y se han tomado los equimultiplos K, A de A,
' y otros equimultiplos tomados al azar M, N de B, A, entonces, si K excede a
M, A también excede a N, y si es igual, es igual, y si menor, menor [V, Def.
5]. Ahora bien, K, A son equimultiplos de E, z, y M, N otros equimultiplos
tomados al azar de H, ©; por tanto como E es a H, asi z a @ [V, Def. 5].



Por consiguiente, si una primera (magnitud) guarda la misma razon
con una segunda que una tercera con una cuarta, cualesquiera equimultiplos
de la primera y la tercera guardardn la misma razon con cualesquiera
equimultiplos de la segunda y la cuarta respectivamente, tomados en el
orden correspondiente. Q. E. D.

PROPOSICION 5

Si una magnitud es el mismo multiplo de otra que una (magnitud)
quitada (a la primera) lo es de otra quitada (a la segunda), la (magnitud)
restante (de la primera) serd también el mismo multiplo de la (magnitud)
restante (de la segunda) que la (magnitud) entera de la (magnitud) entera.

Pues sea la magnitud AB el mismo multiplo de la (magnitud) ra que la
(magnitud) quitada AE de la (magnitud) quitada rz.



Digo que la (magnitud) restante EB sera también el mismo multiplo de
la (magnitud) restante za que la (magnitud) entera AB de la (magnitud)
entera IA.

Asi pues, cuantas veces sea AE multiplo de 1z, tantas veces lo sea EB

de rH22.

Y dado que AE es el mismo multiplo de 1z que EB de HI', entonces AE
es el mismo multiplo de rz que AB de Hz [V, 1]. Pero se ha asumido? que
AE sea el mismo multiplo de 1z que AB de 1A. Por tanto, AB es el mismo
multiplo de cada una de las dos (magnitudes) Hz, TA; luego HZ es igual a TA.
Quitese de ambas 1z; entonces la restante HI' es igual a la restante za. Y
puesto que AE es el mismo multiplo de rz que EB de HI, y HT es igual a Az,
entonces AE es el mismo multiplo de rz que EB de zA. Pero se ha supuesto
que AE es el mismo multiplo de rz que AB de 1A; por tanto EB es el mismo
multiplo de za que AB de 1A. Luego la restante (magnitud) EB también sera
el mismo multiplo de zA que la (magnitud) entera AB de la (magnitud)
entera IA.

Por consiguiente, si una magnitud es el mismo multiplo de otra que
una (magnitud) quitada (a la primera) lo es de otra quitada (a la segunda), la
(magnitud) restante (de la primera) sera también el mismo multiplo de la
(magnitud) restante (de la segunda) que la (magnitud) entera de la
(magnitud) entera. Q. E. D.

PROPOSICION 6

Si dos magnitudes son equimultiplos de dos magnitudes y ciertas
(magnitudes) quitadas (de ellas) son equimultiplos de estas (dos segundas),
las restantes también son o iguales a las mismas o equimultiplos de ellas.



Pues sean dos magnitudes AB, TA equimultiplos de dos magnitudes E, z,
y sean las (magnitudes) quitadas AH, r'e equimultiplos de las mismas E, z.

Digo que las (magnitudes) restantes HB, ©A tambien son iguales a E, z
o equimultiplos de ellas.

H
At t B
Er——
I e
K+ —— A
7 —

Pues sea en primer lugar HB igual a E.

Digo que @A es también igual a z.

Asi pues, hagase Ik igual a z. Dado que AH es el mismo multiplo de E
que 1o de z, y que HB es igual a E y KI' a Z, entonces AB es el mismo
multiplo de E que ke de z [V, 2]. Pero se ha supuesto que AB es el mismo
multiplo de E que rA de z; por tanto K@ es el mismo multiplo de z que 1A de
z. Asi pues, dado que cada una de las (magnitudes) K@, A es el mismo
multiplo de z, entonces K@ es igual a TA. Quitese de ambos re; entonces la
(magnitud) restante Kr es igual a la (magnitud) restante ©A. Pero z es igual a
KI; entonces @A también es igual a z. De modo que si HB es igual a E,
también @A serd igual a z.

De manera semejante demostrariamos que, si HB es multiplo de E, ©A
serd también el mismo multiplo de z22.

Por consiguiente, si dos magnitudes son equimultiplos de dos
magnitudes, y ciertas (magnitudes) quitadas (de ellas) son equimultiplos de
estas (dos segundas), las restantes también son o iguales a las mismas o

equimultiplos de ellas. Q. E. D.22,

PROPOSICION 7



Las (magnitudes) iguales guardan la misma razon con una misma
(magnitud) y la misma (magnitud) guarda la misma razon con las
(magnitudes) iguales.

Sean A, B las magnitudes iguales y I otra, tomada al azar25.

Ar—— At t
B—- E =
I'———-- Z t

Digo que cada una de las (magnitudes) A, B guarda la misma razén con
I'y I con cada una de las (magnitudes) A, B.

Pues tdmense los equimdltiplos A, E de A, B y otro equimultiplo al azar,
zder.

Asi pues, dado que A es el mismo multiplo de A que E de B, y A es
igual a B, entonces A es también igual a E. Pero z es otra (magnitud) tomada
al azar. Entonces, si A excede a z, E también excede a z, y si es igual es
igual, y si es menor, menor. Ahora bien, A, E son equimultiplos de A, B, y Z
otro equimultiplo, al azar, de I; entonces, como A es aT, asi Bes aT [V, Def.
5].

Digo que r guarda también la misma razén con cada una de las
(magnitudes) A, B.

Pues, siguiendo la misma construccion, demostrariamos de manera
semejante que A es igual a E; pero z es alguna otra (magnitud), entonces, si
z excede a A, excede también a E, y si es igual, también es igual, y si es
menor, menor. Ahora bien, z es multiplo de I, mientras que A, E son otros
equimultiplos, tomados al azar de A, B; por tanto, comoT esa A, asiT es a B
[V, Def. 5].

Por consiguiente, las (magnitudes) iguales guardan la misma razon
con una misma (magnitud) y la misma (magnitud) (guarda la misma razén)
con las (magnitudes) iguales.

Porisma:

A partir de esto queda claro que, si algunas magnitudes son
proporcionales, también son proporcionales por inversion [V, Def. 13]. Q. E.
D.



PROPOSICION 8

De magnitudes desiguales, la mayor guarda con una misma
(magnitud) una razon mayor que la menor, y la misma (magnitud) guarda
con la menor una razon mayor que con la mayor.

Sean AB, I magnitudes desiguales, y sea la mayor AB, y otra, al azar, A.

Digo que AB guarda con A una razén mayor que I' con A, y A guarda
con I una razén mayor que con AB.

Pues como AB es mayor que I, hagase BE igual a I, entonces la menor
de las (magnitudes) AE, EB, multiplicada, serd alguna vez mayor que A [V,
Def. 4]. En primer lugar, sea AE menor que EB, y multipliquese AE, y sea su
multiplo ZzH que es mayor que A, y, cuantas veces zZH es multiplo de AE,
tantas veces lo sea también HO de EB y K de TI'; tomese A doble de A y M
triple (de A), y asi sucesivamente?Z hasta que el multiplo tomado de A sea el
primero mayor que K. Tomese y sea N, el cuadruplo de A, el primero mayor
que K.

E
A —rt B A ——rrt
= A ———t——i
H
Z = + 1O M+ |
K+ —+ N +

Asi pues, dado que K es el primero menor que N, entonces K no es
menor que M; y, dado que zH es el mismo multiplo de AE que H® de EB,
entonces ZH es el mismo multiplo de AE que zo de AB [V, 1]. Ahora bien, zH
es el mismo multiplo de AE que K de T; luego ze es el mismo multiplo de AB
que K de I. Por tanto ze, K son equimultiplos de AB, I. Como H® es a su vez
el mismo multiplo de EB que K de I, y EB es igual a I, entonces HO es
también igual a K; pero K no es menor que M; por tanto H® tampoco es
menor que M. Pero zZH es mayor que A; asi pues, la (magnitud) entera zo es
mayor que A y M juntas.

Ahora bien, A y M juntas son iguales a N, puesto que M es
efectivamente el triple de A, mientras que M y A juntas son el cuadruple de A,



y N es también el cuddruple de A; por tanto M y A juntas son iguales a N.
Pero ze es mayor que M, A; luego ze excede a N; mientras que K no excede a
N. Y zo, K son equimultiplos de AB, I', mientras que N es otro (multiplo),
tomado al azar, de A; por consiguiente AB guarda una razoén mayor con A
que I con A [V, Def. 7].

Digo ademas que A guarda también una razén mayor con I' que A con
AB.

Pues, siguiendo la misma construccion, demostrariamos de manera
semejante que N excede a K, mientras que N no excede a ze. Y N es multiplo
de A, mientras que z©, K son otros equimultiplos tomados al azar de AB, T;
por consiguiente A guarda con I' una razon mayor que A con AB [V, Def. 7].

E
A —+ — B Ar—
'——- A——i
H
Z i 10 M
K|_———§—| N T 1

Sea ahora AE mayor que EB. Entonces la menor EB, multiplicada, sera
alguna vez mayor que A [V, Def. 4]. Multipliqiiese y sea H® un multiplo de
EB, y mayor que A; y, cuantas veces HO es multiplo de EB, tantas veces sea
también zH multiplo de AE y K de I. De manera semejante demostrariamos
que z0, K son equimultiplos de AB, T'; tomese parejamente N como multiplo
de A y el primero mayor que zH; de modo que de nuevo zH no es menor que
M, Y H® es mayor que A; entonces la (magnitud) entera zo excede a A, M, es
decir a N. Pero K no excede a N, puesto que ZH que es mayor que HO, es
decir que K, tampoco excede a N. Y del mismo modo siguiendo los pasos de
arriba completamos la demostracion.

Por consiguiente, de las magnitudes desiguales, la mayor guarda con
una misma (magnitud) una razon mayor que la menor; y la misma
(magnitud) guarda con la menor una razé6n mayor que con la mayor. Q. E. D.

PROPOSICION 9



Las (magnitudes) que guardan con una misma (magnitud) la misma
razon son iguales entre si; y aquellas con las que una misma (magnitud)
guarda la misma razon, son iguales.

Pues guarde cada una de las (magnitudes) A, B la misma razén con T.

Digo que A es igual a B.

Pues, si no, cada una de las (magnitudes) A, B no guardaria la misma
razon con T [V, 8]; pero la guarda; luego A es igual a B.

Guarde a su vez I' la misma razén con cada una de las (magnitudes) A,
B.

Digo que A es igual a B.

Pues, si no, T no guardaria la misma razéon con cada una de las
(magnitudes) A, B [V, 8]; pero la guarda; luego A es igual a B.

Por consiguiente, las (magnitudes) que guardan con una misma
(magnitud) la misma razon son iguales entre si; y aquellas con las que una
misma (magnitud) guarda la misma razén, son iguales. Q. E. D.

PrROPOSICION 10

De las (magnitudes) que guardan razon con una misma (magnitud), la
que guarda una razon mayor, es mayor. Y aquella con la que la misma
(magnitud) guarda una razon mayor, es menor.

Pues guarde A con I una razon mayor que B con I.

Digo que A es mayor que B.

Pues, si no, o A es igual a B 0 es menor. Ahora bien, A no es igual a B:
pues (entonces) cada una de las (magnitudes) A, B guardaria la misma razon
con T [V, 7]; pero no la guarda; luego A no es igual a B. Ahora bien, A
tampoco es menor que B: pues (entonces) A guardaria con I' una razén



menor que B con I [V, 8]; pero no la guarda; luego A no es menor que B. Y
se ha demostrado que tampoco es igual. Por tanto A es mayor que B.

Guarde a su vez I' con B una razén mayor que I' con A.

Digo que B es menor que A.

Pues, si no, o es igual o es mayor. Ahora bien, B no es igual a A: pues
(entonces) T guardaria con cada una de las (magnitudes) A, B la misma
razon [V, 7]; pero no la guarda; luego A no es igual a B. Ahora bien,
tampoco B es mayor que A: pues (entonces) I' guardaria una razébn menor
con B que con A [V, 8]; pero no la guarda; luego B no es mayor que A. Y se
ha demostrado que tampoco es igual; por tanto B es menor que A.

Por consiguiente, de las (magnitudes) que guardan razén con una
misma (magnitud), la que guarda una razén mayor, es mayor. Y aquella con

la que la misma (magnitud) guarda mayor razén, es menor. Q. E. D.28.

PROPOSICION 11

Las razones que son iguales a una misma razon son también iguales
29

entre S1==.

Pues,como AesaBseaasiraA,ycomoresaaasiEaz.

Digo que como AesaBasiEesaz.

Tomense los equimultiplos H, ®, K de A, T, E y otros equimultiplos,
tomados al azar, A, M, N de B, A, Z.

Ar—— r———— E+—
B+—- A— Z—
H —+ — S 5 K ———




Y puesto que como A es a B, asi ' es a A, y se han tomado los
equimultiplos H, © de A, T, y otros equimultiplos, tomados al azar, A, M de B,
A, entonces, si H excede a A, también © excede a M, y si es igual, es igual, y
s1 menor, menor.

Asimismo, puesto que E es a Z como I' €s a A, y se han tomado los
equimdultiplos 6, K de I, E y otros equimultiplos, tomados al azar, M, N de A,
Z, entonces, si ® excede a M, también K excede a N, y si es igual, es igual, y
si menor, menor. Pero si © excede a M, también H excede a A, y si es igual,
es igual, y si menor, menor; de modo que, si H excede a A, K excede también
a N, y si es igual, es igual, y si menor, menor. Ahora bien, H, K son
equimultiplos de A, E, y A, N otros equimultiplos, tomados al azar, de B, z;
por tanto, como A es a B, asi E a Z.

Por consiguiente, las razones que son iguales a una misma razon,
también son iguales entre si. Q. E. D.

PROPOSICION 12

Si un numero cualquiera de magnitudes fueren proporcionales, como
sea una de las antecedentes a una de las consecuentes, asi seran todas las

antecedentes a las consecuentes3?.

Sean A, B, I, A, E, Z un numero cualquiera de magnitudes
proporcionales, (de modo que) como AesaB,asisonTaAyEaZ.

Digo que como A es a B, asi seran A, T, E a B, A, Z.

Tomense pues los equimultiplos H, ©, K de A, I, E y otros
equimultiplos, tomados al azar, A, M, N de B, A, Z.

Ahora bien, puesto queresa Ay EaZzcomo A es a B; y se han tomado
los equimultiplos H, ©, K de A, T, E; y otros equimultiplos, tomados al azar,
A, M, N de B, A, Z; entonces, si H excede a A, también ® aMy K aN, y sies
igual, igual, y st menor, menor. De modo que, si H excede a A, también H, 0,
K (exceden) a A, M, N, y si es igual, (son) iguales, y si menor, menores.
Tanto H como H, ©, K son equimultiplos de A y de A, I, E, pues, en efecto, si
hay un nimero cualquiera de magnitudes respectivamente equimultiplos de
cualesquiera otras magnitudes iguales en nimero, cuantas veces una de las



magnitudes es multiplo de otra, tantas veces lo seran también todas de todas
[V, 11.
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Por la misma razon, tanto A como A, M, N son equimultiplos de B y de
B, A, Z; luego, como A esa B, asi A, T, EaB, A, Z [V, Def. 5].

Por consiguiente, si un numero cualquiera de magnitudes fueren
proporcionales, como sea una de las antecedentes a una de las consecuentes,
asi seran todas las antecedentes a las consecuentes. Q. E. D.

PROPOSICION 13

Si una primera (magnitud) guarda con una segunda la misma razon
que una tercera con una cuarta, y la tercera guarda con la cuarta una
razon mayor que una quinta con una sexta, la primera guardara también
con la segunda una razon mayor que la quinta con la sexta.

Guarde pues la primera, A, con la segunda, B, la misma razén que la
tercera, I, con la cuarta, A; y guarde la tercera, T, con la cuarta, A, una razon
mayor que la quinta, E, con la sexta, z.

Digo que la primera, A, guardard también con la segunda, B, una razon
mayor que la quinta, E, con la sexta, z.



Pues como hay algunos equimultiplos de T, E y otros equimultiplos,
tomados al azar, de A, z, tales que el multiplo de r excede al multiplo de A
pero el multiplo de E no excede al multiplo de z [V, Def. 7], tomense y sean
H, © equimultiplos de I, E; y K, A otros equimultiplos al azar de A, z, de
modo que H exceda a K pero ® no exceda a A; y cuantas veces H sea
multiplo de T, tantas veces lo sea también M de A, y cuantas veces sea
multiplo K de A, tantas veces lo sea también N de B.

Y puesto que T es a A como A es a B, y se han tomado los
equimultiplos M, H de A, T y otros equimultiplos, tomados al azar, N, K de B,
A, entonces, si M excede a N, también H excede a K, y si es igual, es igual, y
si menor, menor [V, Def. 5]. Pero H excede a K; luego M también excede a N.
Ahora bien, ® no excede a A; y M, @ son equimultiplos de A, E, mientras que
N, A (son) otros equimultiplos, tomados al azar, de B, z; luego A guarda con
B una razon mayor que E con z [V, Def. 7].

Por consiguiente, si una primera (magnitud) guarda con una segunda
la misma razén que una tercera con una cuarta, y la tercera guarda con la
cuarta una razon mayor que una quinta con una sexta, la primera guardara
también con la segunda una razén mayor que la quinta con la sexta. Q. E. D.

PROPOSICION 14

Si una primera (magnitud) guarda con una segunda la misma razon
que una tercera con una cuarta y la primera es mayor que la tercera, la
segunda serd también mayor que la cuarta, y si es igual, serd igual, y si
menor, menor.



Guarde pues la primera, A, con la segunda, B, la misma razén que la
tercera, I, con la cuarta, A, y sea A mayor que T.

Digo que también B es mayor que A.

Pues como A es mayor que I' y B otra (magnitud), tomada al azar,
entonces A guarda una mayor razén con B que I' con B [V, 8]. Pero como A
es a B, asi I' es a A; entonces I guarda también con A una razén mayor que I
con B [V, 13]. Ahora bien, aquella con la que una misma magnitud guarda
una razon mayor, es menor [V, 10]; asi pues, A es menor que B; de modo
que B s mayor que A.
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De manera semejante demostrariamos que si A es igual a I, B también
serd igual a A y si A es menor que T, B serd también menor que A.

Por consiguiente, si una primera magnitud guarda con una segunda la
misma razoén que una tercera con una cuarta, y la primera es mayor que la
tercera, la segunda serd también mayor que la cuarta, y si es igual, igual, y

si menor, menor. Q. E. D.3L.

PROPOSICION 15

Las partes guardan la misma razon entre si que sus mismos
multiplos®2, tomados en el orden correspondiente.

Sea pues AB el mismo multiplo de T que AE de z.

Digo que como T es a z, asi AB a AE.

Pues dado que AB es el mismo multiplo de T que AE de z, entonces,
cuantas magnitudes iguales a I hay en AB, otras tantas (habrd) iguales a z en
AE. Dividase AB en las (magnitudes) AH, HO, ®B iguales a I', y AE en las
(magnitudes) AK, KA, AE iguales a z; entonces el nimero de las (magnitudes)
AH, HO, 0B sera igual al nimero de las (magnitudes) AK, KA, AE. Y puesto
que AH, HO, ©B son iguales entre si y AK, KA, AE son también iguales entre si,
entonces, como AH €s a AK, asi H® a KA, y B a AE [V, 7]. Por tanto, como



una de las antecedentes es a una de las consecuentes, asi todas las
antecedentes seran también a todas las consecuentes [V, 12]; entonces,
COmo AH €s a AK, asi AB a AE. Ahora bien, AH es igual a T, y AK a z; luego,
como I' es a Z, asi AB a AE.
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Por consiguiente, las partes guardan la misma razon entre si que sus
mismos multiplos tomados en el orden correspondiente. Q. E. D.

PROPOSICION 16

Si cuatro magnitudes son proporcionales, también por alternancia
serdn proporcionales.

Sean A, B, I, A, cuatro magnitudes proporcionales, (a saber) como A es
aB,asiIraA.

Digo que lo serdn también por alternancia, (a saber) como A es a I asi
B aA.

Tomense los equimultiplos E, z de A, B y otros equimultiplos, tomados
al azar, H, ® de I, A. Y puesto que E es el mismo multiplo de A que z de B,
las partes guardan la misma razén que sus mismos multiplos [V, 15];
entonces, como A e€s a B asi E a z. Pero como A es a B, asi I a A; luego, como
r es a A, asi también E a z [V, 11]. A su vez, puesto que H, ® son
equimultiplos de 1, A, entonces, como ' es a A, asi Ha © [V, 15]. Pero como
resaaasikaz;luego comoEesaz, asi también Ha e [V, 11]. Ahora bien,
si cuatro magnitudes son proporcionales, y la primera es mayor que la
tercera, la segunda serd también mayor que la cuarta, y si es igual, igual, y
si es menor, menor [V, 14]. Por tanto, si E excede a H, también z excede a o,
y si es igual, es igual, y si menor, menor. Ahora bien, E, Z son equimultiplos
de A, B, y H, 0, otros (equimultiplos), tomados al azar, de 1, A; luego, como
Aesarl,asiBaAl[V, Def. 5].
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Por consiguiente, si cuatro magnitudes son proporcionales, también
por alternancia seran proporcionales. Q. E. D.

PROPOSICION 17

Si unas magnitudes son proporcionales por composicion, también por
separacion seran proporcionales®3.

Sean AB, BE, I'A, AZ magnitudes proporcionales por composicion (de
modo) que como AB €S a BE, asi IA es a AZ.

Digo que también por separacion seran proporcionales, de modo que,
COmo AE sea a EB, asi I'Z serd a AZ.

Pues tdmense los equimultiplos HO, ©K, AM, MN de AE, EB, I'Z, ZA Y
otros equimultiplos, tomados al azar, K=, N1 de EB, ZA.

Y dado que HO es el mismo multiplo de AE que 6K de EB, entonces HO
es el mismo multiplo de AE que HK de AB [V, 1]. Pero H® es el mismo
multiplo de AE que AM de 1z; entonces HK es el mismo multiplo de AB que
AM de 1z. Como AM es a su vez el mismo multiplo de rz que MN de za,
entonces AM es el mismo multiplo de rz que AN de 1A [V, 1]. Pero AM era el
mismo multiplo de rz que HK de AB; asi pues HK es el mismo multiplo de AB
que AN de rA. Por tanto HK, AN son equimultiplos de AB, TA. Como 6K es a su
vez el mismo multiplo de EB que MN de zA, y K= es también el mismo
multiplo de EB que NII de zA, la suma ez es también el mismo multiplo de
EB que MII de zA [V, 2]. Ahora bien, dado que, como AB es a BE, asi IA es a
AZ,y se han tomado los equimultiplos HK, AN de AB, TA y los equimultiplos
®z, MII de EB, ZA, entonces, si HK excede a ©=, AN excede también a MII, y si
es igual, es igual, y si menor, menor. Exceda HK a ©=; entonces, si se quita
la (magnitud) comun, ©K, también He excede a K=. Pero si HK excedia a 0=,



AN también excedia a MIT; luego AN excede también a MrI, y si se quita la
(magnitud) comln MN, AM también excede a Ni1; de modo que, si HO excede
a Kz, AM excede también a NI1. De manera semejante demostrariamos que si
HO es igual a K=, AM también serd igual a NII, y si €s menor, serd menor.
Ahora bien, HO, AM son equimultiplos de AE, I'z, pero K=, NII son otros
equimultiplos tomados al azar de EB, ZA; por tanto, como AE €s a EB, asi I'Z a
ZA.
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Por consiguiente, si unas magnitudes son proporcionales por
composicion, tambi€n por separacion seran proporcionales. Q. E. D.

PROPOSICION 18

Si unas magnitudes son proporcionales por separacion, también por
composicion seran proporcionales.

Sean AE, EB, I'Z, ZA magnitudes proporcionales por separacion, (de
modo que) como AE e€s a EB, asi I'Z €s a ZA.

Digo que también por composicion seran proporcionales, (de modo
que) como AB (€s) a BE, asi I'A (serd) a AZ.

Porque si A no es a AZ como AB a BE, entonces, como AB €S a BE, asi I'A
serd a una (magnitud) menor que AZ o0 a una mayor.

Sea en primer lugar proporcional a la menor AH. Dado que como AB es
a BE, asi I'A es a AH, son magnitudes proporcionales por composicion; asi
pues también seran proporcionales por separacion [V, 17]. Por tanto, como
AE €s a EB, asi I'H a HA. Pero también se ha supuesto que como AE es a EB,
asirz a za. Luego, como I'H es a HA, asi 1z a zA [V, 11]. Pero la primera TH
es mayor que la tercera rz; entonces la segunda HA también es mayor que la
cuarta zA [V, 14]. Pero también menor; lo cual es imposible; por tanto no es
el caso de que 1A sea a una (magnitud) menor que zZA, como AB a BE. De



manera semejante demostrariamos que tampoco es proporcional a una
mayor; asi pues sera proporcional a la propia (za).

Por consiguiente, si unas magnitudes son proporcionales por
separacion, también por composicion seran proporcionales. Q. E. D.2%,

PROPOSICION 19

Si como un todo es a otro todo, asi es una (parte) quitada (de uno) a
una (parte) quitada (de otro), la (parte) restante serd también a la (parte)
restante como el todo esal todo.

Pues como el todo AB es al todo 1A, asi sea la (parte) quitada AE a la
(parte) quitada rz.

Digo que la (parte) restante EB serd también a la (parte) restante zA
como el todo AB es al todo TA.

Pues, dado que como AB es a TA, asi AE es a Iz, también, por
alternancia, como BA e€s a AE, asi AU a 1z [V, 16]. Y puesto que son
magnitudes proporcionales por composicion, también por separacion seran
proporcionales [V, 17] (es decir) como BE es a EA, asi AZ a IZ; y, por
alternancia, como BE es a Az, asi EA a zr' [V, 16]. Pero, como AE es a 1z, asi
se ha supuesto que el todo AB es al todo rA. Luego la (parte) restante EB sera
a la (parte) restante za como el todo AB es al todo 1A [V, 11].



Por consiguiente, si como un todo es a otro todo, asi es una (parte)
quitada (de uno) a una (parte) quitada (del otro), la (parte) restante sera
también a la (parte) restante como el todo es al todo. Q. E. D.

[Y puesto que se ha demostrado que como AB es a I'A, asi EB a ZA,
también por alternancia, como AB es a BE, asi IA a ZA, luego son magnitudes
proporcionales por composicion; pero se ha demostrado que como BA es a
AE, asi AT es a I'Z; y esto es por conversion]22.

Porisma:

A partir de esto queda claro que si unas magnitudes son
proporcionales por composicion, también por conversion seran
proporcionales. Q. E. D.

PROPOSICION 20

Si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en numero que, tomadas
de dos en dos, guardan la misma razon, y si, por igualdad, la primera es
mayor que la tercera, también la cuarta serda mayor que la sexta; y si es
igual, igual, y si es menor, menor.

Sean A, B, ' tres magnitudes y A, E, Z otras iguales a ellas en nimero
que, tomadas de dos en dos, guarden la misma razon, (es decir que) como A
esaB,asiAesaEycomoBesar,asiEa z,y, por igualdad, sea mayor A
queT.

Digo que A serd también mayor que z, y si es igual, igual, y si es
menor, menor.
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Pues dado que A es mayor que I' y B es otra (magnitud) cualquiera, la
mayor guarda con una misma (magnitud) una razén mayor que la menor [V,
8], entonces A guarda con B una razén mayor que I con B. Pero como A es a



B, asi A €s a E, y por inversion, como I' €s a B, asi Z es a E; luego A también
guarda con E una razébn mayor que z con E [V, 13]. Ahora bien, de las
magnitudes que guardan razén con una misma (magnitud), la que guarda
una razon mayor es mayor [V, 10]. Asi pues A es mayor que z. De manera
semejante demostrariamos que, si A es igual a T, también A serd igual a z, y
sl €S menor, menor.

Por consiguiente, si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en
numero que, tomadas de dos en dos, guardan la misma razon, y si, por
igualdad, la primera es mayor que la tercera, también la cuarta serda mayor
que la sexta; y si es igual, igual, y si es menor, menor. Q. E. D.

PROPOSICION 21

Si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en numero que, tomadas
de dos en dos, guardan la misma razon y su proporcion es perturbada, y si,
por igualdad, la primera es mayor que la tercera, también la cuarta serd
mayor que la sexta, y si es igual, igual; y si es menor, menor.

Sean A, B, T' tres magnitudes y A, z, E otras iguales a ellas en nimero
que, tomadas de dos en dos, guarden la misma razdn, y sea su proporcion
perturbada (es decir que) como AesaB,asiEaz, ycomoBesar,asi AaeE,
y, por igualdad, sea A mayor que T.

Digo que A también sera mayor que z, y si es igual, igual, y si es
menor, menor.
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Pues como A es mayor que I, y B otra magnitud, entonces A guarda
una razon mayor con B que I' con B [V, 8]. Pero como AesaB,asiEaz,y
por inversidn, como I' es a B, asi E es a A. Por tanto E guarda una razon
mayor con Z que E con A [V, 13]. Pero aquello con lo que una misma



(magnitud) guarda una razén mayor es menor [V, 10], luego z es menor que
A, por tanto A es mayor que zZ. De manera semejante demostrariamos que si
A esigual aT, A serd también igual a z, y si menor, menor.

Por consiguiente, si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en
numero, que, tomadas de dos en dos, guardan la misma razéon, y su
proporcidon es perturbada; y si, por igualdad la primera es mayor que la
tercera, la cuarta sera también mayor que la sexta; y si es igual, igual; y si
€s menor, menor. Q. E. D.

PROPOSICION 22

Si hay un numero cualquiera de magnitudes y otras iguales a ellas en
numero que, tomadas de dos en dos, guardan la misma razon, por igualdad
guardaran también la misma razon.

Sean A, B, I un numero cualquiera de magnitudes y A, E, Z otras iguales
a ellas en numero que, tomadas de dos en dos, guarden la misma razon (es
decir que) como AesaB,asiAesaE,ycomoBesarl,asiEesaZ.
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Digo que por igualdad guardardn también la misma razén (i. e. que
como Aesarl,asiAesaz).

Pues tomense los equimultiplos H, ® de A, A y otros equimultiplos
tomados al azar K, A de B, E, y ademas otros equimultiplos al azar M, N de T,
Z.

Y dado que como A es a B, asi A es a E, y se han tomado los
equimultiplos H, ® de A, A y otros equimultiplos tomados al azar K, A de B,
E, entonces como Hes aK asi ® a A [V, 4]. Por lo mismo, como K es a M, asi
A es a N. Asi pues, dado que H, K, M son tres magnitudes y @, A, N otras



magnitudes iguales a ellas en nimero que, tomadas de dos en dos, guardan
la misma razon, entonces, por igualdad, si H excede a M, © también excede a
N; y si es igual, es igual; y si es menor, menor [V, 20]. Ahora bien, H, ® son
equimultiplos de A, A, y M, N otros equimultiplos tomados al azar de r, z.
Entonces como Aesar,asiAesaz][V, Def. 5].

Por consiguiente, si hay un numero cualquiera de magnitudes y otras
iguales a ellas en nimero que, tomadas de dos en dos, guardan la misma
razon, por igualdad guardaran también la misma razon. Q. E. D.

PROPOSICION 23

Si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en numero que, tomadas
de dos en dos, guardan la misma razon, y su proporcion es perturbada, por
igualdad guardaran también la misma razon.

Pues sean A, B, I' tres magnitudes y A, E, Z otras iguales a ellas en
numero que, tomadas de dos en dos, guarden la misma razon y sea su
proporcidn perturbada, (es decir que) como A es a B, asi EaZy como B es a
I,asiAaE.
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Digo que como A esar, asi AesaZ.

Pues tomense los equimultiplos H, ©, K de A, B, A y otros equimultiplos
tomados al azar A, M, Nde T, E, Z.

Y dado que H, ® son equimultiplos de A, B y las partes guardan la
misma razon que sus mismos multiplos [V, 15]3%, entonces como A es a B,
asi H es a ©. Por lo mismo, como E es a 7, asi también M a N; ahora bien,
como A es a B, asi E a Z; entonces como Hes a @, asi Mma N [V, 11]. Y dado
que, como B es a T, asi A a E, también, por alternancia, como Bes a A, asiT a



E [V, 16]. Y puesto que 0, K son equimultiplos de B, A, y las partes guardan
la misma razon que sus equimultiplos, entonces como B es a A, asi® akK [V,
15]. Ahora bien, como B es a A, asi I' a E; luego también como © es a K, asi T
akE [V, 11]. A su vez, dado que A, M son equimultiplos de T, E, entonces,
comorl esak,asi AaM [V, 15]. Ahora bien, como I es a E, asi ® a K; luego
también como © es a K, asi A aM [V, 11]; y, por alternancia, como 6 es a A,
asik es a M [V, 16]. Pero se ha demostrado también que como H es a ©, asi
M aN.

Asi pues, dado que H, ©, A son tres magnitudes y K, M, N otras iguales
a ellas en namero que, tomadas de dos en dos, guardan la misma razon, y su
proporcion es perturbada, entonces, por igualdad, si H excede a A, K también
excede a N; y si es igual, es igual; y si menor, menor [V, 21]. Pero H, K son
equimultiplos de A, A, y A, N de T, z. Por tanto, como A es ar, asi A es a Z.

Por consiguiente, si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en
numero que, tomadas de dos en dos, guardan la misma razén, y su
proporcidn es perturbada, por igualdad guardaran también la misma razon.

Q. E. D.3Z,

PROPOSICION 24

Si una primera (magnitud) guarda con una segunda la misma razon
que una tercera con una cuarta, y una quinta guarda con la segunda la
misma razon que la sexta con la cuarta, la primera y la quinta, tomadas
juntas, guardaran también la misma razon con la segunda que la tercera y
la sexta con la cuarta.

Pues guarde una primera (magnitud) AB con una segunda I la misma
razon que una tercera AE con una cuarta z; y guarde una quinta BH con la
segunda, I, la misma razon que la sexta, E®, con la cuarta z.




Digo que, tomadas juntas, la primera y la quinta, AH, guardardn la
misma razon con la segunda, ', que la tercera y la sexta, A@, con la cuarta z.

Dado que BH es a I' como E®© a z, entonces, por inversion, como I' es a
BH, asi z a E@. Puesto que AB es a T como AE a Z,y, como I' €s a BH, asi Z a
E®, entonces, por igualdad, como AB es a BH, asi AE a E® [V, 22]. Ahora
bien, puesto que las magnitudes son proporcionales por separacion, también
seran proporcionales por composicion [V, 18]; luego, como AH es a HB, asi
A® es a OE. Pero, como BH es a I, asi E@ a z; luego, por igualdad, como AH
esarl,asia@esazl[V,22].

Por consiguiente, si una primera magnitud guarda con una segunda la
misma razon que una tercera con una cuarta, y una quinta guarda con la
segunda la misma razon que una sexta con la cuarta, la primera y la quinta,
tomadas juntas, guardardn también la misma razén con la segunda que la
tercera y la sexta con la cuarta. Q. E. D.

PROPOSICION 25

Si cuatro magnitudes son proporcionales, la mayor y la menor (juntas)
son mayores que las dos restantes.

Sean AB, I'A, E, Z cuatro magnitudes proporcionales, (es decir que)
como AB e€s aTA, asi E a Z; y sea la mayor de ellas AB y la menor z.

Digo que AB, Z son mayores que I, E.

Pues hagase AH igual a E y e igual a z.

Dado que, como AB es aTA, asi Ees az, yE es igual a AH, mientras que
z (es igual) a re, entonces como AB €s a I'A, asi AH es a re. Ahora bien, ya
que el todo AB es al todo TA como la (parte) quitada AH es a la (parte)
quitada re, entonces la (parte) restante HB serd a la (parte) restante ®@A como
el todo AB es al todo 1A [V, 19]. Pero AB es mayor que IA; luego HB también
(serd) mayor que ©A. Y dado que AH es igual a E y I'e a Z, entonces AH, Z son
iguales are, E. Y si, no siendo iguales HB, ©A, y siendo mayor HB, se afiaden
AH, Z a HB y se afladen '@, E a ©A, se sigue que AB, Z son mayores que I'A, E.



Por consiguiente, si cuatro magnitudes son proporcionales, la mayor
de ellas y la menor (juntas) son mayores que las dos restantes. Q. E. D.



1 Méros «parte» se utiliza en los Elementos en dos sentidos: a) el mas general de la nocion
comun 5: «El todo es mayor que la parte»; b) como aqui, con el significado mas restringido de lo que
hoy llamariamos «submultiplo» o «parte alicuota». En este mismo sentido se utiliza en VII, Def. 3,
cuya unica diferencia con esta definicion es el uso de «nimero» en lugar de «magnitud».

Aristoteles, Metafisica 1023b12, hace la siguiente precision: «Se llama parte en un sentido
aquello en que puede ser dividida una cantidad (pues siempre lo que se quita de una cantidad en
cuanto cantidad se llama parte de ella: por ejemplo se dice que dos es en cierto sentido parte de tres)
y en otro sentido (se llama parte) sélo a aquellas de entre ellas que miden al todoy.

La nocion de medida y la relacion de medir a (y ser medido por) quedan indefinidas.

2 Schésis kata pélikotéta «relacion con respecto a su tamafio». El sentido mas comun de
peélikos es «cuan grande» referido con frecuencia a la edad. Nicomaco distingue entre pélikos referido
a magnitud y posos referido a cantidad. Jamblico, a su vez, establece la diferencia entre pélicon, que
es continuo, como objeto de la geometria, y poson, que es discreto, como objeto de la aritmética.
Tolemeo habla del «tamafio» de las cuerdas de un circulo. Simson traduce por «magnitud»; De
Morgan prefiere una interpretacion como «cuantuplicidad». «Tamafio» me parece la mas acorde con
el uso griego.

Por otro lado, Hankel y Simson, siguiendo a Barrow (Lectiones Cantabrigienses, Londres,
1684, Lect. III de 1666), piensan que esta definicion es demasiado general y vaga, tiene un aire de
nocion mas filosofica que matematica y apenas desempeia ningtn papel en la teoria euclidea de la
proporcion. Hankel la considera ademas sospechosa por el uso de kata pélikoteta, ya que esta
expresion solo aparece otra vez en VI, Def. 5 (pelikotétes). Simson sugiere la posibilidad de que sea
una interpolacion debida a un editor «menos inteligente que Euclides» (Simson, Los seis primeros
libros y el undécimo y duodécimo de los Elementos de Euclides, pags. 308-309. Por lo demas,
aparece en todos los manuscritos y no hay suficientes razones para no considerarla genuina.

Logos, por otra parte, se aplicaba en principio a «razén» Unicamente entre conmensurables
frente a dlogos «inconmensurable». En el libro V de los Elementos adquiere un sentido mas amplio
que abarca la razoén de magnitudes tanto conmensurables como inconmensurables, pues ambas tienen
la posibilidad de exceder una a otra cuando se multiplican.

Entre las definiciones 3 y 4, dos mss. y Campano insertan las siguientes palabras: analogia dé
hé ton logon tautoteés, «proporcion es la igualdad de razones». Se trata de una interpolacion posterior
a Teon sacada de las obras de aritmética. Aristoteles habla de proporcion como «igualdad de
razones» en Etica Nicomdquea V 6, 1131a31, pero esté claro que se refiere a nimeros.

3 Los intérpretes de la teoria euclidea de la proporcion han tomado esta definicion en diversos
sentidos. Hay quienes la han visto como una generalizacion de la relacion de razon entre magnitudes
homogéneas (V, Def. 3), capaz de cubrir tanto magnitudes conmensurables como magnitudes
inconmensurables; pero ésta es una distincion no pertinente en el presente contexto. Mdas justo seria
entender que la def. 4 excluye la mediacion de dicha relacion entre una magnitud finita y otra infinita
del mismo género. Hay quienes amplian esta exclusion a las magnitudes infinitamente grandes e
infinitamente pequefias. Es cierto que el ambito al que se refiere la teoria carece de una magnitud
maxima, por esta def. 4, y de una magnitud minima, por la proposicion X 1. También cabe pensar
que la matematica griega «cldsica» viene a soslayar asi ciertos usos del infinito en un sentido
semejante al declarado por Aristoteles: los matematicos no necesitan servirse de la idea de infinito
(actual); les basta considerar objetos de la magnitud que quieran (Fisica 207b30 ss.), habida cuenta
de la posibilidad de ir méas alld de una magnitud finita dada, bien mediante adiciones sucesivas (en la
linea de la def. 4) o bien mediante sustracciones sucesivas (en la linea de la prop. X 1).

En este punto parece obligado recordar un lema implicito en ciertas pruebas atribuidas a
Eudoxo, que Arquimedes formularda como una asuncion [lambanomenon]| expresa: dadas dos
magnitudes geométricas desiguales (lineas, superficies, solidos), la mayor excede a la menor en una
magnitud tal que, afiadida sucesivamente a si misma, puede exceder a su vez a cualquier magnitud
del mismo género que las relacionadas (Sobre la esfera y el cilindro 1, lamb. 5; en Sobre espirales, la



suposicion se restringe a lineas y areas; en Sobre la cuadratura de la pardabola, a areas). Asi pues,
cabe considerar que esta asunciéon de Arquimedes no se identifica con la def. 4, sino que en cierto
modo la complementa. Euclides define una relacion de razén entre magnitudes homogéneas en
general por referencia a la multiplicacion; Arquimedes postula, en cambio, una condicion precisa
para ciertas clases de magnitudes homogéneas (lineas, superficies, solidos) y se remite a la adicidon de
diferencias (una referencia similar hara Euclides luego, en la prop. X 1). Pero asi mismo cabe
sospechar que el proceder de Euclides es una reelaboracion mas alejada de las primicias eudoxianas
que la via de explicitacion directa y especifica seguida por Arquimedes.

4 Por regla general, adoptaré la expresion «guardar la misma razon» como traducciéon comiin
de las diversas formulaciones de esta relacion de proporcion que aparecen en el texto: e.g. «estar en
la misma razon [en 10i autOi [6goi einail», en esta def. 5; o «tener la misma razon [ton auton logon
échein]», en la def. 6. Por lo demas, la formula mas corriente en las proposiciones sera: «como ...
(es)a...,asi...(es)a... [hds ... pros ..., houtds ... pros ...» —una variante: hoios ... poti ..., kai ...
poti ..., que podria ser anterior, aparece en Arquitas B 2.

2 Suele considerarse que esta def. V, 5, constituye la piedra angular de la teoria de la
proporcion. Desde luego, suministra un criterio necesario y suficiente de proporcionalidad. Por otro
lado, ademas de su importancia sistematica, ha adquirido relieve en una perspectiva historica. No
solo podria ser una clave para determinar las relaciones entre el legado de Eudoxo y la reelaboracion
de Euclides; también reviste importancia a la hora de apreciar la suerte conocida por las versiones
posteriores de la teoria euclidea misma. Por ultimo, no estara de mas advertir cierta diferencia entre
la forma logica de esta definicion y la forma ldgica de su aplicacidon habitual en las proposiciones
demostradas por su mediacion. La forma logica de la def. 5 viene a ser la de una disyuncion de
conjunciones: siendo a, b, ¢, d unas magnitudes del dominio de la teoria, y m, n unos numeros
naturales cualesquiera, se da una proporcion a : b :: ¢ : d si 'y s6lo si: o ((m.a > n.b) y (m.c > n.d)) o
((m.a = n.b) y (m.c = nd)) o (m.a < n.b) y (m.c < n.d)). Sin embargo, la forma logica de su
aplicacion en la proposicion V 11, por ejemplo, corresponde més bien a una conjuncion de
condiciones: (si m.a > n.b, entonces m.c > n.d) y (si m.a = n.b, entonces m.c = m.d) y (si m.a < n.b,
entonces m.c < n.d). Estas dos formas, de suyo, no son légicamente equivalentes ni, por cierto, la
primera implica la segunda. Pero en el contexto de la teoria, devienen efectivamente equivalentes
gracias a la suposicion implicita de que las magnitudes consideradas constituyen un sistema de
objetos totalmente ordenado.

S Mis literalmente: «llamense en proporcion» (andlogon kaleisthd). El uso de kaleistho parece
indicar que se trata de una estipulacion del propio Euclides. Andlogon es una expresion adverbial con
un uso marcadamente especializado en matematicas. Su sentido se corresponde con el de la expresion
formularia ana logon, empleada antes de Euclides: aparece, por ejemplo, en el fragmento B 2 de
Arquitas sobre las proporciones musicales, en Platon (e.g. Fedon, 110d), o en Aristoteles (e.g.
Meteor. 367a30 ss.). A. SZABO: Anfiinge der griechischen Mathematik, Budapest, 1969, 11 §§ 13-
16, propone algunas conjeturas filologicas e historicas de interés sobre el significado matematico de
ambas expresiones. Euclides, por su parte, se sirve de andlogon con cierta libertad, por ejemplo: para
referirse a las magnitudes proporcionales en su conjunto —como en esta def. 6 o en la def. 9—, o
para referirse a un término proporcional (a «una proporcional») —como en las props. VI 12, 16—.
Por lo demads, esta especializacion relativamente técnica de andlogon no es compartida por otros
términos relacionados como el sustantivo analogia o el adjetivo andlogos, que enmarcan su posible
significacibn matematica en una gama de usos mas amplios, dentro de un sentido general de
paralelismo, correspondencia o semejanza.

I Esta definicion depara un criterio de no proporcionalidad y completa, tras las defs. 4 y 5, el
nucleo bésico de la teoria euclidea. Sin embargo, también convendria declarar un supuesto adicional:
la existencia de un cuarto término proporcional —obra tacitamente por ejemplo en la prueba de la
prop. V 18, y s6lo mas adelante, en VI 12, Euclides se detiene a demostrar un caso particular: dadas
tres rectas, hallar una cuarta proporcional—. Si a esta suposicion se afiade una condicion de



tricotomia congruente con el sistema ordenado de magnitudes al que se refiere la teoria, Euclides
puede disponer de un recurso suplementario para probar una proposicion (i.e. que a es a b como c es
a d), a saber: la reduccion al absurdo de las alternativas de no proporcion (i.e. que la razon de a a b
sea mayor, o sea menor, que la razéon de c a d). Por otra parte, al margen de la deuda que la def. 5
tuviera contraida con algun criterio de proporcionalidad avanzado por Eudoxo, esta definicion 7
parece, segun todos los visos, original de Euclides.

8 Hankel cree que la presente definicion ha sido interpolada, pues es superflua y utiliza, contra
la costumbre de Euclides, la palabra Aoros para el término de una proporcion. Pero ya Aristoteles
utiliza héros en este sentido (Etica Nicomdquea, 1131a31 ss.): «La proporcion es una igualdad de
razones y requiere, por lo menos, cuatro términos. Claramente, la proporcion discreta requiere cuatro
términos; pero también la continua, porque se sirve de uno de ellos como dos y lo menciona dos
vecesy.

La distincion entre discreta y continua parece remontarse a los pitagoricos (cf. NICOMACO,
II 21, 5; 23, 2, 3) donde se utiliza synémméne en lugar de synechés. Euclides no emplea los términos
dierémméné 'y synechés en esta correlacion.

Por otra parte, las primeras palabras de la Def. 9, «cuando tres magnitudes son
proporcionales», que parecen referirse a la def. 8, apoyan la idea de que esta tltima es genuina.

2 Esté claro que «razon duplicada, triplicada... etc.» son meros casos particulares de la razon
compuesta, siendo, de hecho, razones compuestas de dos, tres, etc. razones iguales.

Los geometras griegos llamaban razon duplicada y triplicada a las que son iguales,
respectivamente, al cuadrado y al cubo de una razon. Euclides utiliza los términos diplasion y
triplasion y no diplasios y tripldsios porque estos ultimos se usaban frecuentemente en el sentido de
razones de 2 a 1, 3 a 1, etc. En este caso, su esfuerzo por introducir rigor en la terminologia tuvo un
¢éxito solo parcial, pues encontramos varios ejemplos de uso indiscriminado de estos términos en
Arquimedes, Nicomaco y Papo.

Las cuatro magnitudes de la Def. V, 10, deben estar, por supuesto, en proporciéon continua
aunque el texto griego no lo haga constar.

19 Utilizo «correspondientes» para verter homéloga, en vez del cultismo «homologas»
empleado en otras versiones al espafiol. Euclides parece estipular aqui cierto sentido técnico para un
término de uso comun, y a esta actitud quiere aproximarse la version presente. El sentido
inicialmente previsto por Euclides se generalizdo mas tarde y, a partir de Arquimedes, homdlogos
llegd a significar unos elementos geométricos (segmentos, lados, didmetros) que ocupan parejo lugar
en dos figuras que se comparan. Quizas en los Elementos VI 19, 20, ya se den algunos pasos hacia
esta generalizacion.

1L A partir de aqui nos encontramos con una serie de términos que se refieren a diversas
transformaciones de razones o proporciones. En las definiciones 12-17, Euclides los aplica a razones
cuando describirian mejor proporciones, tal vez porque, al referirlas a proporciones, pareceria que
asume algo que todavia no se ha probado (cf. V 16, 7 por., 18, 17, 19 por.).

Enallax «por alternancia», término general que no se usa exclusivamente en matematicas, lo
encontramos ya en Aristoteles (Analiticos Segundos 1 5, 74al8: kai to andlogon hoti enallax) «y que
una proporcidon es por alternancia». En términos matematicos se podria expresar de la siguiente
forma:a:b:c:d—a:c::b:d

12 Andpalin «por inversiony, término general que no se usa s6lo en matematicas, lo
encontramos ya en Aristoteles aplicado a las proporciones (Del cielo 1 6, 273b32). En términos
matematicos:a:b::c:d—b:a:c:d.

3 Synthesis logou «composicion de una razon» no es lo mismo que synkeimenos l6gos «razon
compuesta». Sin embargo, la distincion entre ambas no esta clara en Euclides, que, por ejemplo, en V
17, utiliza synkeimenos refiriéndose a la composicion de una razoén. Los gedmetras posteriores a
Euclides utilizan synthénti o kata synthesin (Arquimedes) para referirse a la composicion de una



razén en un intento de deshacer la ambigiiedad de los términos que todavia aparece en Euclides. Por
otra parte los verbos syntithemi y synkeimai se utilizan también como «sumar» en otros contextos.
Synthesis logou en expresion matematica:

a:b::c:d > (a+b):b::(c+d):d
12 Diairesis I6gou se refiere a la transformacion:
a:bic:d > (a-b):b::(c—d):.d

Asi como la «composicion de una razén» se obtenia sumando el antecedente con el
consecuente, la «separacion de una razén» se obtiene restando el consecuente del antecedente. Sin
embargo, la palabra griega diairesis hace referencia a la «divisién» de una razon, lo mismo que
dielonti por oposicion a synthénti. Por otra parte, los términos griegos synthénti y dielonti dan lugar
al uso de los latinos componendo y separando desde la Edad Media hasta nuestros dias. Por todo
ello, «separacion de una razoén» me parece la version mas adecuada.

L Anastrophé «por conversion»:
a:bi:c:d > a:(a-b)::c:(c-4d

La traduccion al latin convertendo del participio anastrépsanti, paralelo a synthénti y dielonti,
ha sido utilizada también desde la Edad Media.

18 piisou logos parece referirse a «igual distancia o intervalo», es decir, después de un
numero igual de términos intermedios. Una vez mas la definicién se aplicaria mejor a proporciones
que a razones, pero no se prueba hasta V 22. Por tanto, la definicion sirve sélo para dar nombre a
cierta inferencia que es de constante aplicacion en matematicas:

aibzA B biesBIC.JikiJiK > aikidl K

La expresion di’isou no aparece con frecuencia en contextos no geométricos (cf. empero
Platon, Republica 617b); e incluso en estos contextos suele emplearse a través de la invocacion o
aplicacion de proposicio nes euclideas como V 22-23. Por otro lado, no deja de llamar la atencion la
composicion un tanto explicativa de esta definicion: «o, dicho de otro modo, ...» En ella —
justamente en la primera parte de esta definicion nominal de proporcion por igualdad, la que precede
a la version alternativa en términos congruentes con las defs. anteriores— se ha visto uno de los
posibles casos de contaminacion del texto euclideo mediante la interpolacion de ciertos teoremas en
las definiciones mismas; vid. G. Aujac, «Les définitions du livre V d’Euclide dans la collection
Héronienne et dans les /nstitutions de Cassiodore», Liull 11/20 (1988), 5-18.

i Algunas fuentes (e.g. los mss. F, V, p; aunque no el ms. no teonino P) insertan a
continuacion una definicion de proporcion ordenada [fetagméne analogia)]. Viene a ser la que existe
cuando habiendo tres magnitudes y otras iguales a ellas en ntimero, sucede que como el antecedente
es al consecuente —entre las primeras—, asi el antecedente es al consecuente —entre las segundas
—, y como —entre las primeras— el consecuente es a alguna otra magnitud, asi —entre las segundas
— el consecuente es a alguna otra. La formulacion original es un tanto eliptica y suele aparecer como
una glosa al margen en los restantes mss. teoninos.

18 Tetaragmeéné «perturbada» se usa cuando a tres magnitudes A, B, C se asignan otras tres a,
b,cdemodoque 4 :B::b:cyB:C: a:b. Describe un caso particular de la proporcion «por
igualdad».

L2 1 os libros V y VI de los Elementos exponen la teoria griega «clasica» de la proporcion. El
libro V sienta unas bases conceptuales y deductivas, cuyo nucleo explicito podria contraerse a las
definiciones 4, 5 y 7. El libro VI muestra diversas aplicaciones entre las que no faltan réplicas de



resultados obtenidos anteriormente en el libro I (I 47) o en el II (Il 5, 11, 14) por medios mas
sencillos, intuitivos y obedientes a los antiguos dictados de la Musa pitagorica —e.g. la aplicacion de
areas—. Ahora Euclides desarrolla un legado no s6lo mas abstracto y refinado sino mas reciente: el
nucleo de la teoria, en especial el criterio de comparacion de equimultiplos del que se hace eco la
definicion 5, suele atribuirse a Eudoxo de Cnido (fI. ¢. 368-365), miembro prominente de la
Academia platonica. Hoy tenemos motivos para suponer que los matematicos griegos del s. v ya
habian conocido una nociéon numérica de razon; pero sus limitaciones se habian hecho manifiestas a
raiz del tropiezo con las magnitudes inconmensurables. Hay, sin embargo, indicios que dan pie para
conjeturar que el s. iv bien podria haber atisbado algiin otro planteamiento afin al antiguo proceder
«pitagdrico», pero mas comprensivo: en particular, la posibilidad de dar cuenta de razones y
proporciones a partir de la nocion de anthyphairesis —o antandiresis, cf. Aristoteles, Topicos
158b2935—. (Vid., por ejemplo, los estudios de W. R. Knorr, The Evolution of Euclidean Elements,
Dordrecht-Boston, 1975; D. H. Fowler, «Anthyphairetic ratio and Eudoxian proportion», Archive for
the History of Exact Sciences 24 (1981), 69-72, y The Mathematics of Plato’s Academy. A New
Reconstruction, Oxford, 1987; J. L. Gardies, L héritage épistémologique d’Eudoxe de Cnide, Paris,
1988). Lo cierto, en cualquier caso, es que la reelaboracion euclidea del nuevo legado
—~«eudoxiano»— constituye una teoria de magnitudes proporcionales, al margen de su
conmensurabilidad/inconmensurabilidad, que pasara a la historia como «la concepcion griega» de la
proporcion.

La teoria euclidea de la proporcion reviste sumo interés desde al menos tres puntos de vista: el
historiografico, el sistematico y el de su recepcion y transmision posterior. Es importante, en primer
lugar, para comprender el desarrollo de la matematica griega antes de que ésta quedara marcada por
la obra de Euclides. Hoy no cabe aceptar sin reservas la imagen que los comentadores de Euclides —
Proclo, en especial— han difundido de esa matematica anterior como una matematica
tendenciosamente «pre-euclideay, llamada a encontrar su gozo y su corona en los Elementos. Antes
he aludido a unas nociones precedentes, como la numérica de razon y la anthyphairética de
proporcion; ahora bien, la teoria de la proporcionalidad del libro V de los Elementos no es tanto una
culminacién como un olvido de esos posibles antecedentes (luego recobrados de modo parcial y un
tanto sesgado en la aritmética del libro VII y en alguna proposicion del libro X). La teoria
generalizada de los Elementos parte de la proporcion como una relacion tetradica entre magnitudes
homogéneas (al menos, por parejas, conforme a la def. V, 3) «a es a b como ¢ es a d», cuya
representacion mas adecuada seria el esquema «a : b :: ¢ : d» en lugar del esquema diadico habitual
«(a, b) = (¢, d), y donde la nocion de razon parece haber perdido su anterior entidad propia. Son
sintomaticas la vaguedad alusiva de la def. 3 o las funciones mas denominativas que operativas de
otras definiciones que envuelven la idea de razon (e.g. las defs. V, 14-16); no faltan incluso
definiciones equivocas que en apariencia hablan de razones cuando, en realidad, se refieren a
proporciones 0 a variaciones que preservan la proporcionalidad (e.g. las defs. V, 12, o V, 17). Asi
pues, dos cuestiones significativas desde el punto de vista historiografico son la peculiar
«integracion» del concepto de razon en esta nueva teoria generalizada de la proporcion y las
relaciones entre esta version «clasica» de la proporcionalidad y otras posibles alternativas
marginales, como la anthyphairética. Una cuestion adicional es la suscitada por las relaciones de
filiacion entre el legado presuntamente original de Eudoxo y la teoria expuesta en los Elementos. A la
luz de alguna indicacion de Aristoteles (e.g. en Analiticos Segundos, 74al7) y de las precisiones
adoptadas luego por Arquimedes, cabe sospechar que la version de Euclides difiere de las nociones
avanzadas por Eudoxo mas de lo que dan a entender los escoliastas del libro V que lo presentan como
un hallazgo o una invencién cabal de Eudoxo mismo.

La teoria tiene, en segundo lugar, la importancia sistematica que se deriva del intrigante juego
entre sus bases expresas y sus suposiciones tacitas. De hecho, la explicitacion y la reconstruccion
estructural del nucleo de principios (axiomas y definiciones) de la teoria han venido a ser —ya desde
su recepcion arabe— una poderosa tentacion para los mejores comentadores del libro V. Tanto es asi



que un criterio tradicional de la calidad de una versién o un comentario de los Elementos ha sido
justamente el grado de comprension y de penetracion mostrado con respecto a esta teoria. Simson,
por ejemplo, en su cuidada edicion de 1756, se considera obligado a explicitar o afiadir cuatro
axiomas a las definiciones euclideas:

«I) Las cantidades equimultiplices de una misma cantidad, o de cantidades iguales, son entre
si iguales.

IT) Las cantidades, de las cuales una misma cantidad es equimultiplice o cuyas equimultiplices
son iguales, son también iguales entre si.

IIT) La multiplice de una cantidad mayor es mayor que la equimultiplice de una menor.

IV) La cantidad, cuya multiplice es mayor que la equimultiplice de otra, es mayor que ésta»
(R. SIMSON, ed. espafiola, Madrid, 1774, pags. 144-145 —vid. el listado de la «Introduccion
generaly a EUCLIDES, Elementos 1-IV (nim. 155 de la B.C.G.), VI, num. 16—. Sobre la
reconstruccion hoy establecida de su nucleo conceptual y deductivo pueden verse I. MUELLER,
Philosophy of Mathematics and Deductive Structure in Euclids Elements, Cambridge (Mass.)-
Londres, 1981, 3, §§ 3.1-3.2, pags. 134-148; L. VEGA, La trama de la demostracion, Madrid, 1990,
4, § 4.2, pags. 329-330.

La teoria tiene, en fin, la trascendencia historica que le han deparado las circunstancias de su
recepcion y transmision, en particular a través de las versiones arabigo-latinas de la Edad Media. No
estara de mas recordar que la depuracion de algunas interpolaciones y confusiones debidas a esta
tradicion y difundidas por la influyente edicion de Campano —por ejemplo, una definicion espuria y
abstrusa de «proporcidon continua»—, asi como la explicitacion progresiva de los supuestos
operativos en la teoria, marcaron el desarrollo de la critica textual de los Elementos antes de la —
digamos— «revolucion filologica» del s. XIX; las ediciones de Comandino (1572, 1575) o de
Simson (1756) son brillantes muestras. Cuenta ademas con el interés anadido de haber contribuido a
una incipiente matematizacion de la filosofia natural a través de, por ejemplo, Bradwardine (en la
primera mitad del s. XIII) y Oresme (en la segunda mitad del s. XIV). E incluso, de creer a Lipschitz
y a Dedekind (amén de algunos historiadores de nuestro tiempo), no habria sido ajena a la moderna
fundamentacion de los niimeros reales mediante la reduccion de un numero irracional a una
«cortaduray» en el conjunto ordenado de los numeros racionales, en la medida en que esta «cortadura»
equivaldria a la que una razon entre magnitudes inconmensurables pudiera suponer en el contexto de
la definicion V, 5: bastaria (segun dicen esos historiadores) asociar a una relacion a/b irracional una
particion en dos clases de nlimeros racionales m/n, los que son tales que mb > ma y los que son tales
que mb < ma. Pero esta adaptacion de la definicion euclidea, aun siendo algebraicamente viable, no
dejaria de ser un trasplante demasiado forzado en un marco tan alejado de los Elementos como los
problemas de fundamentacion y reduccion de la teoria matematica del s. XIX.

Por lo demas, la teoria del libro V no necesita galas ajenas para brillar con luz propia en el
contexto de los Elementos. Y bien se puede terminar esta desmesurada nota introductoria con lo que
dice Simson como remate de sus anotaciones al libro V: «... concluida ya la enmienda del libro V,
por fin de ¢l asiento gustosisimo a la opinion de Cl. Barrow: es a saber ‘que nada hay en toda la Obra
de los Elementos inventado con mayor sutileza, establecido con mas solidez, ni tratado con mas
exactitud que la doctrina de las proporcionales’» (R. SIMSON, op. cit., pag. 322).

20 Como Heiberg sefiala, el uso de di’isou no hace referencia aqui a la definicion 17 de «razon
por igualdad». Se trata, no obstante, de un uso suficientemente parejo como para justificar su empleo
en este enunciado.

2L 1 a version tradicional de ha étychen por «cualesquiera» seria problematica en ciertos casos
y encubriria el tono informal —desde el punto de vista l6gico— del texto griego original. Por ello
opto por la traduccion «al azary.

22 Esta manera de expresar la construccion podria dar a entender que I'H es una magnitud
dada, mientras que EB debe ser hallada de modo que sea igual a cierto multiplo de 'H. Sin embargo,



EB es la que ha sido dada y I'H la que hay que hallar. Es decir, que I'H debe ser construida como un
submultiplo de EB.

2 Keitai mas literalmente: «se ha puestoy.
24 Lit.: «sies multiplo de... tantas veces lo sera...».

2 R, Simson se cree obligado a afiadir, tras esta proposicion, cuatro proposiciones derivadas
de la Def. V, 5, que obran tacitamente no solo en algunas pruebas de este mismo libro, sino en otras
aplicaciones de la teoria de la proporcion en los Elementos. Son los teoremas siguientes. A: «Si la
primera cantidad [i.e., magnitud] tiene a la segunda la misma razon que la tercera a la cuarta, sera la
tercera mayor, igual o menor que la cuarta segin sea la primera mayor, igual o menor que la
segunda». B: «Si cuatro cantidades fueren proporcionales, también inversamente seran
proporcionales». C: «Si la primera cantidad fuese igual multiplice o la misma parte de la segunda que
la tercera lo es de la cuarta, la primera serd a la segunda como la tercera a la cuarta». D: «Si la
primera cantidad fuese a la segunda como la tercera a la cuarta, y la primera fuese multiplice o parte
de la segunda, la tercera sera la misma multiplice o la misma parte de la cuarta» (SIMSON, ed. cit.,
pags. 121-123, y notas, pags. 312-314). Las razones de Simson para estas adiciones parecen mas
pendientes de los comentarios suscitados por la presentacion de Euclides que de la teoria misma del
libro V.

26 Qe trata del mismo uso de ha étychen que en la proposicion 4. Cf. nota 21.

21 Kai hexés heni pleion, en el sentido de multiplos sucesivamente incrementados de uno en
uno.

28 En esta proposicion introduce Euclides unas nociones de razén mayor o menor en un
contexto en el que la referencia a la def. V, 7, puede ser insuficiente. Como se ha observado
reiteradamente (desde Simson, 1756—vid. ed. cit., notas, pags. 315-317—; cf. Heath, ed. cit., II,
pags. 156-157), no se deben aplicar de modo inmediato a las razones las condiciones estipuladas o
supuestas para las magnitudes, en particular la condicionde tricotomia o el corolario destacado por
Simson: que una magnitud no puede ser a la vez mayor o menor que otra (SIMSON, ed. cit., pag.
316). El propio Euclides vendra a probar en la proposicion siguiente que las razones iguales a una
misma razon son iguales entre si, pese a disponer de la nocién comun 1 («las cosas iguales a una
misma cosa son iguales entre si»); en esta prop. V 11, Euclides, en vez de considerar una aplicacion
directa de esta nocion comun, desarrollara una prueba especifica de la igualdad entre razones.

22 por razones estilisticas traduzco hoi autoi por «igualesy, pues en este caso son expresiones
equivalentes. Sigo, por otra parte, al traductor anonimo de Simson.

30 Expresion algebraica: sia:a'::b:b"::c:c'..., cada razon es igual a la razén (¢ + b + ¢
+...):(a’'+b'+¢'...). Este teorema aparece en ARISTOTELES, Etica Nicomdquea V 5 1131b14, en
la forma abreviada: «El todo es al todo como cada parte es a cada partey.

3L Simson afiade la prueba especifica del segundo y tercer caso de esta proposicion, a saber: si
A esigual o menor que I'. Cf. SIMSON, ed. cit., pag. 131.

2 Ep griego: hosautos pollaplasiois.
3 Expresion algebraica:

sia:b::c:d entonces(@a—b):b::(c—d):d

Euclides emplea aqui synkeimenos logos «razdén compuesta» en el sentido de synthesis logou
«composicion de una razény, lo que demuestra que ambos términos no estan claramente definidos en
los Elementos, cf. nota 13.

341 a demostracion supone la existencia de un cuarto término proporcional. Diversos editores

y comentadores de los Elementos, al menos desde Clavio (1574, 2.2 ed. 1589), han optado por la
declaracion expresa de esa suposicion a titulo de axioma. Otros han preferido la opcién de una
prueba independiente de dicho supuesto o la opcidon de demostrar previamente la suposicion misma



(HEATH, ed. cit., II, pags. 170-174, ofrece diversas muestras). El propio Euclides demostrara mas
adelante, en la prop. VI 12, un caso particular en el que los términos proporcionales son lineas rectas.
Por lo demas, una vez asumida la existencia de una «cuarta proporcional», se podria derivar
ulteriormente su unicidad a través de las proposiciones V 11y V 9.

3 Heiberg atetiza las lineas que se encuentran entre la conclusion y el porisma porque
Euclides no acostumbra a explicar un porisma, ya que, por su propia naturaleza, un porisma no
precisa explicacion sino que es algo que se presenta, segun Proclo, apragmateutos, es decir, «sin
esfuerzoy.

36 Hosauitos.

31 SIMSON (1756), ed. cit., pag. 141, presenta una prueba mas sencilla que evita la reiterada
mediacion de las proposiciones V 11, 15, 16, y se sirve de una aplicacion directa de la prop. V 4. Esta
version cuenta con el apoyo de algunos mss., aunque no con la autoridad de una fuente textual como
el ms. P. En todo caso, es justa su observacion de que el tltimo paso de la prueba debe referirse a los
equimultiplos H, K—de A, A—y A, N —de I', Z —, como a equimultiplos cualesquiera. El propio
Simson generalizara el alcance de esta proposicion a un nimero cualquiera de magnitudes (1. c.,
pags. 141-142).



LIBRO SEXTO

DEFINICIONES

1. Figuras rectilineas semejantes son las que tienen los angulos iguales
uno a uno y proporcionales los lados que comprenden los angulos
iguales3.

[2. (Dos) figuras estan inversamente relacionadas cuando en cada una de
39

las figuras hay razones antecedentes y consecuentes]==.
3. Se dice que una recta ha sido cortada en extrema y media razon
cuando la recta entera es al segmento mayor como el (segmento)

mayor es al menor.
4. En toda figura, la altura es la perpendicular trazada desde el vértice

hasta la base.

[5. Se dice que una razon esta compuesta de razones cuando los tamafos
de las razones multiplicadas por si mismas producen alguna

razon]22,

PROPOSICION 1

Los triangulos y los paralelogramos que tienen la misma altura son

entre si como sus bases*L.

Sean ABT, ATA tridngulos y EI, TZ paalelogramos que tienen la misma
altura.



Digo que como la base BI' es a la base 1A, asi el tridngulo ABT es al
tridngulo ATA y el paralelogramo Er al paralelogramo rz.

Pues prolonguiese BA por cada lado hasta los puntos ©, A, y haganse
tantas rectas como se quiera BH, H® iguales a la base BI, y tantas rectas
como se quiera AK, KA iguales a la base 1A. Y tracense AH, A®, AK, AA Ahora
bien, puesto que I'B, BH, H® son iguales entre si, los triangulos A©H, AHB,
ABI son también iguales entre si [I, 38]. Por tanto, cuantas veces la base er
es multiplo de la base BrI, tantas veces el tridngulo Aer es multiplo del
triangulo ABI. Por lo mismo cuantas veces la base Al es multiplo de la base
A, tantas veces el triangulo AAT es también multiplo del tridngulo ArA; y si
la base er es igual a la base 1A, el triangulo Aer es también igual al
triangulo ArA [I, 38], y si la base or excede a la base 1A, el tridAngulo Aer
excede también al tridngulo ATA, y si es menor, €s menor.

Habiendo, pues, cuatro magnitudes: dos bases BI, TA y dos tridngulos
ABT, ATA, se han tomado unos equimultiplos de la base Br y del tridngulo
ABT, a saber: la base or y el tridngulo Aer, y, de la base ra y del triangulo
AAT, otros equimultiplos al azar, a saber: la base AT y el tridangulo AAT; ahora
bien, se ha demostrado que, si la base or excede a la base 1A, el tridngulo
Aer excede también al tridngulo AAT, y si es igual, es igual, y si menor,
menor. Por tanto, como la base Bl es a la base 1A, asi el triangulo ABI es al
triangulo ATA [V, Def. 5].

Y puesto que el paralelogramo Er es el doble del tridngulo ABT [I, 41]
y el paralelogramo zr es el doble del tridangulo ATA, mientras que las partes
guardan la misma razén que sus mismos multiplos [V, 15], entonces, como
el tridangulo ABr es al tridngulo ArA, asi el paralelogramo Er al
paralelogramo zr. Asi pues, ya que se ha demostrado que, como la base Br
es a la base 14, asi el triangulo ABT es al triangulo ArA, y, como el tridngulo
ABI es al triangulo ArA asi el paralelogramo Er es al paralelogramo 1z,



entonces, como la base BI' es a la base 1A, asi el paralelogramo Er es al
paralelogramo zr [V, 11].

Por consiguiente los triangulos y los paralelogramos que tienen la
misma altura son entre si como sus bases. Q. E. D.

PROPOSICION 2

Si se traza una recta paralela a uno de los lados de un triangulo,
cortara proporcionalmente los lados del triangulo. Y si se cortan
proporcionalmente los lados de un tridngulo, la recta que une los puntos de
seccion serd paralela al lado restante del triangulo.

Tracese, pues, AE paralela a uno de los lados, Br, del triangulo ABT.

Digo que como BA €s a AA, asi T'E a EA.

Pues tracense BE, IA.

Entonces el triangulo BAE es igual al tridngulo TAE: porque estan sobre
la misma base, AE, y entre las mismas paralelas, AE, BT [I, 38]; y el triangulo
AAE es algun otro (triangulo). Pero las (magnitudes) iguales guardan la
misma razon con una misma (magnitud) [V, 7]; entonces, como el triangulo
BAE es al (triangulo) AAE, asi el triangulo TAE es al tridngulo AAE. Ahora
bien, como el tridngulo BAE es al tridngulo AAE, asi BA es a AA: porque
teniendo la misma altura, a saber: la perpendicular trazada desde E hasta AB,
son uno a otro como sus bases [VI, 1]. Por la misma razén, como el
triangulo TAE es al triangulo AAE, asiT'E a EA; por tanto, como BA €s a AA, asi
también I'E a EA [V, 11].



Por otra parte cortense proporcionalmente los lados AB, AT del
triangulo ABT, de modo que, como BA €s a AA, asi I'E a EA, Y tracese AE.

Digo que AE es paralela a Br.

Pues, siguiendo la misma construccion, dado que, como BA es a AA, asi
I'E a EA, mientras que, como BA €s a AA, asi el triangulo BAE es al tridngulo
AAE, y, como TE es a EA, asi el tridngulo TAE es al tridngulo AAE [VI, 1],
entonces, como el tridngulo BAE es al triangulo AAE, asi el triangulo TAE es al
triangulo AAE [V, 11]. Por tanto cada uno de los tridngulos, BAE, TAE, guarda
la misma razon con el (tridngulo) AAE. Asi pues el tridangulo BAE es igual al
triangulo TAE [V, 9]; y estan sobre la misma base, AE. Pero los triangulos que
estan sobre la misma base, estan también entre las mismas paralelas [I, 39],
por tanto AE es paralela a BT.

Por consiguiente, si se traza una recta paralela a uno de los lados de un
tridngulo, cortard proporcionalmente los lados del triangulo. Y si se cortan
proporcionalmente los la dos de un triangulo, la recta que une los puntos de
seccion sera paralela al lado restante del tridngulo. Q. E. D.

PROPOSICION 3

Si se divide en dos partes iguales un angulo de un triangulo, y la recta
que corta el angulo corta también la base, los segmentos de la base
guardaran la misma razon que los restantes lados del triangulo; y, si los
segmentos de la base guardan la misma razon que los lados restantes del
triangulo, la recta trazada desde el vértice hasta la seccion dividird en dos
partes iguales el angulo del triangulo.

Sea ABr el tridngulo, y dividase el angulo BAT en dos partes iguales por
la recta AA.

Digo que, como BA €s a TA, asi BA a AT.

Pues tracese por el (punto) I, TE paralela a AA y, prolongada BA,
coincida con ella en E.



Ahora bien, dado que la recta Ar ha incidido sobre las paralelas AA, Er,
entonces el dngulo ATE es igual al (dngulo) raa [I, 29]. Pero se ha supuesto
que el (angulo) raA es igual al (dngulo) BAA; asi pues el (dngulo) BAA es
también igual al angulo ATE. Asimismo, dado que la (recta) BAE ha incidido
sobre las paralelas AA, ET, el angulo externo BAA es igual al interno AET [I,
29]. Pero se ha demostrado que el (angulo) AET es también igual al (4ngulo)
BAA, por tanto el angulo ATE es también igual al (dngulo) AET; de manera
que el lado AE es también igual al lado Ar [, 6].

Y puesto que se ha trazado la (recta) AA paralela a uno de los lados, Er,
del tridngulo BIE, entonces, proporcionalmente, como BA €s a AT, asi BA a AE
[V, 2].

Pero AE es igual a AT. Por tanto, como BA €s a AT, asi BA a AT.

Ahora bien, sea BA a AT como BA a AT' y tracese AA.

Digo que el angulo BAT ha sido dividido en dos partes iguales por la
recta AA.

Pues, siguiendo la misma construccion, dado que, como BA es a AT asi
BA a AT, pero también como BA e€s a AT, asi BA a AE —porque se ha trazado
AA paralela a uno de los lados Er del triangulo Bre [VI, 2]—, entonces,
COmo BA €S a AT, asi también BA a AE [V, 11]. Por tanto Ar es igual a AE [V,
9]; de manera que el angulo AET es también igual al (dngulo) AET [I, 5]. Pero
el (dngulo) AET es 1gual al (angulo) externo BAA [I, 29], y el (dngulo) ATE es
igual al (dngulo) alterno BAA [I, 29]; asi pues el (dngulo) BAA es también
igual al (angulo) raa. Por tanto el &ngulo BAT ha sido dividido en dos partes
iguales por la recta AA.

Por consiguiente, si se divide en dos partes iguales un angulo de un
tridngulo, y la recta que corta el &ngulo corta también la base, los segmentos
de la base guardan la misma razon que los restantes lados del triangulo. Y si
los segmentos de la base guardan la misma razon que los lados restantes del
triangulo, la recta trazada desde el vértice hasta la seccion dividira en dos
partes iguales el d&ngulo del triangulo.



PROPOSICION 4

En los triangulos equidangulos, los lados que comprenden los angulos
iguales son proporcionales y los lados que subtienden los dangulos iguales
son correspondientes.

Sean ABI, ATE triangulos equiangulos con el angulo ABr igual al
angulo ATE, y el angulo BAT igual al TAE y ademads el (angulo) ATB igual al
(angulo) TEA.

Digo que en los triangulos ABI, ATE, los lados que comprenden los
angulos iguales son proporcionales y los (lados) que subtienden los dngulos
iguales son correspondientes.

Pénganse, pues, en linea recta BT, TE. Y dado que los angulos ABI, ATB
son menores que dos rectos [I, 17], y el (angulo) ArB es igual al (angulo)
AET, entonces los (angulos) ABT, AEI son menores que dos rectos; por tanto
BA, EA, prolongadas, se encontraran [I, Post. 5]. Prolonguense vy
encueéntrense en z.

Y puesto que el angulo ArE es igual al (angulo) ABT, Bz es paralela a 1A
[, 28]. Puesto que, a su vez, el (dngulo) ATB es igual al (d&ngulo) AET, AT es
paralela a zE [I, 28]. Por tanto zZATA es un paralelogramo; luego zA es igual a
AT y AT a ZA [1, 34]. Ahora bien, dado que AT ha sido trazada paralela a uno
(de los lados), zE, del triangulo ZBE, entonces, como BA €s a Az, asi BI' a TE
[VI, 2]. Pero Az es igual a 1A; por tanto, como BA es a I'A, asi BI' a T'E, y, por
alternancia, como AB es a BI', asi A" a TE [V, 16]. Asimismo, puesto que I'A
es paralela a Bz, entonces, como BI' es a I'E, asi zA a AE [VI, 2], Pero zA es
igual a Ar; por tanto, como BI' €s a I'E, asi AT’ a AE, y, por alternancia, como
Bl €s aTA, asi TE a EA [V, 16]. Asi pues, ya que se ha demostrado que, como



AB e€s a BI, asi AI' a TE, y como BI' es a T'A, asi TE a EA, entonces, por
igualdad, como BA es a AT, asi TA es a AE [V, 22].

Por consiguiente, en los triangulos equiangulos los lados que
comprenden los angulos iguales son proporcionales y los lados que
subtienden los angulos iguales son correspondientes. Q. E. D.

PROPOSICION 5

Si dos triangulos tienen los lados proporcionales, los triangulos serdn
equidngulos y tendran iguales los angulos a los que subtienden los lados
correspondientes.

Sean ABI, AEZ dos triangulos que tienen los lados proporcionales, es
decir que como AB es a BT, asi AE a EZ, Yy cOmo BT €S a I'A, asi EZ a ZA, V,
ademas, como BA es a AT, asi EA a AZ.

Digo que el triangulo ABT y el tridngulo AEZ son equiangulos y tendran
iguales los dngulos a los que subtienden los lados correspondientes, a saber:
el (dngulo) ABT al (dngulo) AEz, el (dngulo) BraA al (angulo) EzA y ademas el
(angulo) BAT al (angulo) EAZ.

Pues constriyase en la recta EZ y en sus puntos E, Z, el angulo ZEH
igual al angulo ABT [, 23]; entonces el (dngulo) restante correspondiente a A
es igual al (angulo) restante correspondiente a H [I, 32].

Por tanto el tridngulo ABI" y el tridngulo EHZ son equidngulos. Luego
en los tridngulos ABT, EHZ los lados que comprenden los angulos iguales son
proporcionales, y los (lados) que subtienden los éangulos iguales son



correspondientes [VI, 4]; entonces como AB es a BT, HE es a EZ. Ahora bien,
se ha supuesto que como AB es a BT, asi AE es a Ez; por tanto, como AE es a
Ez, asi HZ a EZ [V, 11]. Asi pues, cada una de las (rectas) AE, HE guarda la
misma razon con EZ; por tanto AE es igual a HE [V, 9]. Por la misma razon,
Az es también igual a Hz. Asi pues, dado que AE es igual a EH y EZ es comun,
los dos (lados) AE, Ez son iguales a los dos (lados) HE, EZ; y la base Az es
igual a la base zH; entonces el angulo AEZ es igual al d&ngulo HEZ [, 8], y el
tridngulo AEZ igual al triAngulo HEZ, y los angulos restantes iguales a los
angulos restantes, aquellos a los que subtienden los lados iguales [I, 4]. Por
tanto el angulo AZE es también igual al (dngulo) HZE, y el (dngulo) EAZ al
(angulo) EHz. Y, dado que el (4ngulo) zEA es igual al (dngulo) HEZ, y el
(angulo) HEZ es igual al (dngulo) ABT, entonces el angulo ABI es también
igual al (angulo) AEz. Por la misma razon el (angulo) ATB es también igual
al (angulo) Aze, y ademas el (4ngulo) correspondiente a A es igual al
(angulo) correspondiente a A; por tanto el tridngulo ABT y el tridngulo AEZ
son equiangulos.

Por consiguiente, si dos triangulos tienen los lados proporcionales, los
triangulos seran equiangulos y tendran iguales los angulos a los que
subtienden los lados correspondientes. Q. E. D.

PROPOSICION 6

Si dos triangulos tienen un angulo (del uno) igual a un dngulo (del
otro) y tienen proporcionales los lados que comprenden los dngulos
iguales, los triangulos seran equidngulos y tendran iguales los dngulos a
los que subtienden los lados correspondientes.

Sean ABI, AEzZ dos tridngulos que tienen un angulo, BAT, igual a un
angulo, EAZ, y tienen proporcionales los lados que comprenden los dngulos
iguales, esto es: como BA €s a AT, asi EA a AZ.

Digo que el tridangulo ABT y el tridngulo AEZ son equidngulos y tendran
el angulo ABI igual al angulo AEZ y el (dngulo) ArB al (dngulo) AZE.



Construyase, pues, en la recta AZ y en sus puntos A, z, el (angulo) zAH
igual a uno de los (angulos) BAT, EAZ, y el (angulo) AzH igual al (4ngulo)
ATB [I, 23]; entonces el angulo restante correspondiente a B es igual al
angulo restante correspondiente a H [I, 32].

Por tanto, el tridngulo ABT y el triangulo AHZ son equidngulos. Luego,
proporcionalmente, como BA es a Al, asi HA a Az [VI, 4]. Pero se ha
supuesto también que como BA e€s a AT, asi EA a AZ; luego también como EA
es a Az, asi HA a Az [V, 11]. Por tanto EA es igual a AH [V, 9] y AZ es comUn;
entonces los dos (lados) EA, Az, son iguales a los dos (lados) HA, AzZ; y el
angulo EAz es igual al dngulo HAZ; luego la base Ez es igual a la base Hz, y
el tridngulo AEz es igual al triangulo HAZz, y los dngulos restantes seran
iguales a los angulos restantes, aquellos a los que subtienden los lados
iguales [I, 4]. Por tanto el (dngulo) AzH es igual al (angulo) AzE, y el
(angulo) AHz al (angulo) AEz. Pero el (angulo) AzH es igual al (angulo) ATB;
luego el (angulo) ArB es igual al (dngulo) AZE. Ahora bien, se ha supuesto
que también el (dngulo) BAT es igual al (angulo) EAz; por tanto, el (angulo)
restante correspondiente a B es igual al (angulo) restante correspondiente a E
[1, 32]; luego el tridngulo ABTI y el tridngulo AEZ son equiangulos.

Por consiguiente, si dos triangulos tienen un angulo (de uno) igual a
un angulo (del otro) y tienen proporcionales los lados que comprenden los
angulos iguales, los tridngulos seran equidngulos y tendran iguales los
angulos a los que subtienden los lados correspondientes. Q. E. D.

PROPOSICION 7

Si dos tridngulos tienen un dngulo de uno igual a un angulo de otro y
tienen proporcionales los lados que comprenden los otros angulos, y tienen



los restantes dangulos parejamente menores o no menores que un recto, los
triangulos seran equidngulos y tendran iguales los dngulos que
comprenden los lados proporcionales.

Sean ABT, AEZ dos tridangulos que tienen un angulo (de uno) igual a un
angulo (del otro): el BAr al Eaz, y los lados que comprenden los otros
angulos ABI, AEZ, proporcionales, a saber: como AB es a BI', asi AE a EZ; y
tengan, en primer lugar, los restantes (dngulos) correspondientes a T, Z
menores que un recto.

Digo que el tridngulo ABI y el triangulo AEZ son equiangulos y el
angulo ABI serd igual al (dngulo) AEz, y el angulo restante, es decir, el
correspondiente a I, igual al (dngulo) restante correspondiente a z.

Pues si el (angulo) ABr no es igual al angulo AEz, uno de ellos es
mayor. Sea mayor el &ngulo ABI. Y constrilyase en la recta AB y en su punto
B el angulo ABH igual al (angulo) Agz [, 23].

Y dado que el angulo A es igual al A y el (angulo) ABH al (dngulo) AEZ,
entonces el (angulo) restante AHB es igual al (angulo) restante AzE [I, 32].
Luego el triangulo ABH y el triangulo AEZ son equiangulos. Por tanto, como
AB €s a BH, asi AE a EZ. Pero se ha supuesto que, como AE es a EZ, AB €s a BT;
entonces AB guarda la misma razon con cada una de las (rectas) BT, BH [V,
11]; por tanto Br es igual a BH [V, 9]. De modo que también el angulo
correspondiente a T es igual al (angulo) BHT [I, 5]. Ahora bien, el (angulo)
correspondiente a ' se ha supuesto menor que un recto; por tanto el (angulo)
BHI es también menor que un recto; de modo que el adyacente a €1, AHB, es
mayor que un recto [I, 13]. Pero se ha demostrado que es igual al
correspondiente a z; entonces el correspondiente a z es también mayor que



un recto; pero se ha supuesto menor que un recto, lo cual es absurdo. Por
tanto no es el caso de que el angulo ABT no sea igual al (dngulo) AEZ; luego
es 1gual. Y el (4ngulo) correspondiente a A es igual al angulo
correspondiente a A; asi pues, el (angulo) restante correspondiente a ' es
igual al (angulo) restante correspondiente a z [I, 32]. Por tanto el triangulo
ABT y el tridngulo AEZ son equidngulos.

Pero supongase a su vez que cada uno de los angulos correspondientes
a T, Z no son menores que un recto.

Digo ahora que también en este caso el triangulo ABT y el triangulo
AEZ son equiangulos.

Pues, siguiendo la misma construccion, demostrariamos de manera
semejante que BI' es igual a BH; de modo que el angulo correspondiente a T
es también igual al (angulo) BHI [I, 5]. Pero el (dngulo) correspondiente a r
no es menor que un recto. Entonces el (dngulo) BHI' tampoco es menor que
un recto. Asi que los dos angulos del tridangulo BHT no son menores que dos
rectos, lo cual es imposible [I, 17]. Por tanto, una vez mas no es el caso de
que el (angulo) ABT no sea igual al (angulo) AEz; luego es igual. Pero el
(angulo) correspondiente a A es igual al (angulo) correspondiente a A; asi
pues, el (angulo) restante correspondiente a I es igual al (dngulo) restante
correspondiente a z [I, 32]. Luego el tridngulo ABT y el tridngulo AEZ son
equiangulos.

™

Por consiguiente, si dos triangulos tienen un angulo (de uno) igual a
un angulo (de otro) y tienen proporcionales los lados que comprenden los



otros angulos y tienen los restantes angulos parejamente menores o no
menores que un recto, los triangulos seran equiangulos y tendran iguales los
angulos que comprenden los lados proporcionales. Q. E. D.

PROPOSICION 8

Si en un triangulo rectangulo se traza una perpendicular desde el
dngulo recto hasta la base, los triangulos adyacentes a la perpendicular
son semejantes al (triangulo) entero y entre si.

Sea ABT el triangulo rectangulo que tiene el angulo recto BAT, y tracese
desde A hasta Br la perpendicular AA.

Digo que cada uno de los tridngulos ABA, AAI es semejante al
(triangulo) entero ABI' y también (son semejantes) entre si.

Pues como el (adngulo) BAT es igual al (d&ngulo) AAB: porque cada uno
de ellos es recto; y el (dngulo) correspondiente a B es comun a los dos
triangulos ABT, ABA, entonces, el (dngulo) restante ArB es igual al (dngulo)
restante BAA [I, 32]; por tanto, el tridngulo ABr y el tridngulo ABA son
equiangulos. Luego, como el (lado) Br que subtiende el (angulo) recto del
triangulo ABT es al (lado) BA que subtiende el (dngulo) recto del tridngulo
ABA, asi el propio (lado) AB que subtiende el angulo correspondiente a 1 del
triangulo ABr es al (lado) BA que subtiende el (dngulo) igual BAA del
tridngulo ABA, y también el (lado) Ar al (lado) Aa que subtiende el angulo
correspondiente a B comun a los dos tridngulos [VI, 4]. Por tanto el
triangulo ABT y el triangulo ABA son equidngulos y tienen proporcionales los
lados que comprenden los angulos iguales. Entonces el triangulo ABT es
semejante al tridangulo ABA [VI, Def. 1].




De manera semejante demostrariamos que también el tridngulo ABT es
semejante al tridangulo AAT; por tanto cada uno de los (tridngulos) ABA, AAT
son semejantes al (triangulo) entero ABT.

Digo ahora que los tridngulos ABA, AAT son también semejantes entre
si.

Pues como el (angulo) recto BAA es igual al (4ngulo) recto AAT y
ademas se ha demostrado que también el (dngulo) BAA es igual al
correspondiente a T, entonces el (angulo) restante correspondiente a B es
igual al (4ngulo) restante AAr [I, 32]; por tanto el tridngulo ABA y el
triangulo AAT son equiangulos. Luego, como el (lado) BA que subtiende al
(angulo) BAA del triangulo ABA es al (lado) AA que subtiende al (angulo)
correspondiente a ' del triangulo AAr, igual al (d&ngulo) BAA, asi el propio
(lado) AA que subtiende el angulo correspondiente a B del triangulo ABA es
al (lado) Ar que subtiende el (angulo) AAT del tridngulo AAr, igual al angulo
correspondiente a B, y también el (lado) BA al (lado) Ar, los cuales
subtienden los (4ngulos) rectos [VI, 4]. Entonces el tridngulo ABA es
semejante al tridngulo AAT [V, Def. 1].

Por consiguiente, si en un triangulo rectdngulo se traza una
perpendicular desde el angulo recto hasta la base, los triangulos adyacentes
a la perpendicular son semejantes al (tridngulo) entero y entre si.

Porisma:

A partir de esto queda claro que si en un tridngulo rectangulo se traza
una perpendicular desde el dngulo recto hasta la base, la recta trazada es la

media proporcional de los segmentos de la base. Q. E. D.%2.

PROPOSICION 9

Quitar de una recta dada la parte que se pida.

Sea AB la recta dada.

Asi pues, hay que quitar de AB la parte que se pida.

Pues pidase la tercera parte. Tracese una recta Ar a partir de A que
comprenda junto con AB un angulo cualquiera®?; y tdmese un punto al azar
A en la (recta) Ar, y hadganse Er iguales a AA [I, 3]. Y tracese BI; y, por el
(punto) A, trdcese Az paralela a ella [1, 31].



Puesto que se ha trazado zA paralela a uno de los lados, Br, del
triangulo ABT, entonces, proporcionalmente, como I'A €S a AA, asi BZ a ZA
[VI, 2]. Pero 1A es el doble de AA; por tanto Bz es también el doble de zaA;
luego BA es el triple de Az.

Por consiguiente, se ha quitado de la recta dada AB la tercera parte que
se pedia. Q. E. F.

PROPOSICION 10

Dividir una recta dada no dividida de manera semejante a una recta

dada ya dividida.

Sea AB la recta dada no dividida y AT la dividida en los puntos A, E, y
coloquense de modo que comprendan un angulo cualquiera y tracese I'B, y,
por los (puntos) A, E, trdcense Az, EH paralelas a BI, y, por el (punto) A,
tracese AAK paralela a AB [I, 31].

Entonces, cada una de las (figuras) ze, @B es un paralelogramo; por
tanto A@ es igual a zH y @K a HB [I, 34]. Ahora bien, como se ha trazado la
recta ®F paralela a uno de los lados, Kr, del triangulo AKI, entonces,
proporcionalmente, como I'E €s a EA, asi K@ a ©A [VI, 2]. Pero ke es igual a
BH y ©A a HZ. Luego como TE es a EA, asi BH a HZ. Como a su vez se ha
trazado la (recta) za paralela a uno de los lados HE del tridngulo AHE,
entonces, proporcionalmente, como EA es a AA, asi HZ a zZA [VI, 2]. Pero se
demostrado que también como I'E es a EA, asi BH a HZ. Por tanto, como TE es
a EA, asi BH a HZ, y como EA €s a AA, asi HZ a ZA.



Por consiguiente, se ha dividido la recta dada no dividida AB de
manera semejante a la recta dada ya dividida Ar. Q. E. F.

PROPOSICION 11

Dadas dos rectas, hallar una tercera proporcional®?.

Sean BA, AR las (rectas) dadas y ponganse comprendiendo un angulo
cualquiera.

Asi pues hay que hallar una tercera (recta) proporcional a BA, AT.

Prolonguense, pues, hasta los puntos A, E, Y hagase BA igual a AT [, 3],
tracese BT, y, por el punto A, tricese AE paralela a ella [I, 31].

Entonces, dado que ha sido trazada Br paralela a uno de los lados, AE,
del tridngulo AAE, proporcionalmente, como AB e€s a BA, asi AT' a AE [V, 2].
Pero BA es igual a AT. Por tanto, como AB es a AT, asi A" a I'E.



Por consiguiente, dadas dos rectas AB, AT, se ha hallado una tercera r'E
proporcional a ellas. Q. E. F.

PROPOSICION 12

Dadas tres rectas, hallar una cuarta proporcional®.

Sean A, B, I' las tres rectas dadas.

Asi pues hay que hallar una cuarta proporcional a A, B, T..

Disponganse?® las dos rectas AE, Az comprendiendo el angulo EAZ;
hagase AH igual a A, HE igual a B, y ademas Ae igual a T'; y, una vez trazada
HO, tracese por el (punto) E la (recta) Ez paralela a ella [I, 31].

-

Asi pues, dado que H6 ha sido trazada paralela a uno de los lados, Ez,
del triangulo AEz, entonces, como AH es a HE, asi A®@ a 0z [VI, 22]. Pero AH
esigual a A, HE a By A® a I'; por tanto, como A es a B, asi I' es a OZ.

Por consiguiente, dadas tres rectas, A, B, I, se ha hallado una cuarta
proporcional ©z. Q. E. F.

PROPOSICION 13

Dadas dos rectas, hallar una media proporcional.

Sean AB, BT las dos rectas dadas.



Asi pues hay que hallar una media proporcional a las (rectas) AB, BI.

Poénganse en linea recta, y describase sobre AT el semicirculo AAT y
tracese a partir del punto B la (recta) BA formando angulos rectos con la
recta AT, y tracense AA, AT.

Puesto que el (dngulo) AAr es un angulo en un semicirculo, es recto
[III, 31]. Y, dado que en el tridngulo rectangulo AAr se ha trazado la
perpendicular AB desde el angulo recto hasta la base, entonces AB es una
media proporcional entre los segmentos de la base, AB, Br [VI, 8, porisma].

Por consiguiente, dadas dos rectas, AB, BI, se ha hallado una media

proporcional, AB. Q. E. F.Z,

PROPOSICION 14

En los paralelogramos iguales y equiangulos entre si, los lados que
comprenden los angulos iguales estan inversamente relacionados, y
aquellos paralelogramos equidangulos que tienen los lados que comprenden
los angulos iguales inversamente relacionados, son iguales.

Sean AB, BT paralelogramos iguales y equiangulos que tienen iguales
los angulos correspondientes a B, y ponganse en linea recta los (lados) AB,
BE; entonces zZB, BH también estan en linea recta [1, 14].

Digo que en los (paralelogramos) AB, BI, los lados que comprenden
los angulos iguales estan inversamente relacionados, es decir que como AB
es a BE, asi HB a BZ.



Pues complétese el paralelogramo zE. Asi pues, dado que el
paralelogramo AB es igual al paralelogramo BI, mientras que ZE es otro
(paralelogramo), entonces como el (paralelogramo) AB es al
(paralelogramo) zE, asi el paralelogramo Br al (paralelogramo) zE [V, 7].
Pero como el (paralelogramo) AB es al (paralelogramo) zE, asi el (lado) AB
al (lado) BE [VI, 1], y como el paralelogramo BT es al (paralelogramo) ZE,
asi el (lado) HB al (lado) Bz [VI, 1]; entonces, como AB es a BE, asi HB a BZ
[V, 11]. Por tanto, en los paralelogramos AB, BI', los lados que comprenden
los &ngulos 1guales estan inversamente relacionados.

Ahora bien, sea HB a BZ como AB €S a BE.

Digo que el paralelogramo AB es igual al paralelogramo Br.

Pues dado que, como AB es a BE, asi HB a Bz, mientras que, como AB €S
a BE, asi el paralelogramo AB al paralelogramo ze [VI, 1], y como HB es a
Bz, asi el paralelogramo Br al paralelogramo ze [V, 1], entonces, como AB
es a ZE, asi Bl a ZE [V, 11]; por tanto el paralelogramo AB es igual al
paralelogramo Br [V, 9].

Por consiguiente, en los paralelogramos iguales y equiangulos, los
lados que comprenden los dngulos iguales estan inversamente relacionados,
y aquellos que tienen los lados que comprenden los angulos iguales
inversamente relacionados, son iguales. Q. E. D.

PROPOSICION 15

En los triangulos iguales que tienen un angulo (de uno) igual a un
dngulo (del otro), los lados que comprenden los dangulos iguales estan
inversamente relacionados. Y aquellos triangulos que tienen un angulo (de



uno) igual a un angulo (del otro) cuyos lados que comprenden los angulos
iguales estan inversamente relacionados, son iguales.

Sean ABT, AAE tridngulos iguales que tienen un angulo (de uno) igual a
un angulo (del otro), a saber: el angulo BAT al angulo AAE.

Digo que en los tridngulos ABT, AAE, los lados que comprenden los
angulos iguales estan inversamente relacionados, es decir, que como TA es a
AA, asi EA a AB.

Pues hagase de modo que rA esté en linea recta con AA; entonces EA
esta también en linea recta con AB [I, 14]. Y tracese BA.

Asi pues, dado que el tridangulo ABTI es igual al triangulo AAE y BAA es
otro (triangulo), entonces, como el triangulo TAB es al triangulo BAA, asi el
triangulo EAA es al triangulo BAA [V, 7].

Pero como el (tridngulo) TAB es al (tridngulo) BAA, asi la (base) A es a
la (base) AA [VI, 1], y, como el (tridngulo) EAA es al (tridngulo) BAA, asi la
(base) EA a la (base) AB. Entonces, como I'A €s a AA, asi EA a AB. Por tanto
en los tridngulos ABT, AAE, los lados que comprenden los angulos iguales
estan inversamente relacionados.

Pero, ahora, estén inversamente relacionados los lados de los
triangulos ABI, AAE y sea EA a AB COMO T'A a AA.

Digo que el tridngulo ABT es igual al tridangulo AAE.

Pues, trazada de nuevo BA, dado que, como I'A es a AA, asi EA a AB,
mientras que, como TA es a AA, asi el tridngulo ABT al triangulo BAA, y, como
EA €s a AB, asi el tridngulo EAA al triangulo BaA [VI, 1], entonces, como el
triangulo ABT es al tridngulo BAA, asi el triangulo EAA al triangulo BAA [V,
11]. Asi; pues, cada uno de los (tridngulos) ABI, EAA guardan la misma



razon con el (tridngulo) BAA. Por tanto el (triangulo) ABr es igual al
(triangulo) EAA [V, 9].

Por consiguiente, en los triangulos iguales que tienen un angulo (de
uno) igual a un angulo (del otro), los lados que comprenden los dngulos
iguales estan inversamente relacionados; y aquellos tridngulos que tienen un
angulo (de uno) igual a un angulo (del otro), cuyos lados que comprenden
los &ngulos 1guales estan inversamente relacionados, son iguales. Q. E. D.

PROPOSICION 16

Si cuatro rectas son proporcionales, el rectangulo comprendido por
las extremas es igual al rectangulo comprendido por las medias, y si el
rectangulo comprendido por las extremas es igual al rectangulo
comprendido por las medias, las cuatro rectas seran proporcionales.

Sean AB, TA, E, Z cuatro rectas proporcionales, a saber: como AB es a
IA, asiE a Z.

Digo que el rectangulo comprendido por AB, z es igual al rectdngulo
comprendido por IA, E.

Tracense a partir de los puntos A, T, las (rectas) AH, R®@ que formen
angulos rectos con las rectas AB, I'A, y hdgase AH igual a z, yre igual aE. Y
complétense los paralelogramos BH, A6.
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Pues bien, dado que, como AB es a I'A, asi E a Z, mientras que E es igual
aTe y Z a AH, entonces, cCOmMoO AB €s a TA, asi I'® a AH. Por tanto, en los
paralelogramos BH, A®, los lados que comprenden los dngulos iguales son



inversamente proporcionales; y aquellos paralelogramos equiangulos, que
tienen los lados que comprenden los angulos iguales inversamente
proporcionales, son iguales [VI, 14]; luego el paralelogramo BH es igual al
paralelogramo Ae. Y BH es el (rectangulo comprendido) por AB, Z: porque
AH es igual a z. Pero Ao es el (rectangulo comprendido) por IA, E: porque E
es igual a re; entonces, el rectingulo comprendido por AB, z es igual al
rectangulo comprendido por TA, E.

Pero, ahora, sea igual el rectangulo comprendido por AB, z al
rectangulo comprendido por TA, E.

Digo que las cuatro rectas seran proporcionales, a saber: como AB es a
TA,asiEa Z.

Pues, siguiendo la misma construccion, dado que el (rectangulo
comprendido) por AB, 7 es igual al (rectdngulo comprendido) por A, E, y el
(rectangulo comprendido) por AB, z es el (rectdngulo) BH: porque AH es
igual a z; mientras que el (rectangulo comprendido) por 1A, E es el
(rectangulo) Ae: porque re es igual a E; entonces BH es igual a A@. Y son
equiangulos. Pero en los paralelogramos iguales y equiangulos, los lados
que comprenden los angulos iguales estan inversamente relacionados [V,
14]. Asi pues, como AB es a TA, asi T'© a AH. Pero e es igual a E'y AH a z;
por tanto, como AB es aTA, asi E a Z.

Por consiguiente, si cuatro rectas son proporcionales, el rectadngulo
comprendido por las extremas es igual al rectangulo comprendido por las
medias; y si el rectdngulo comprendido por las extremas es igual al
rectingulo comprendido por las medias, las cuatro rectas seran

proporcionales. Q. E. D.28,

PROPOSICION 17

Si tres rectas son proporcionales, el rectangulo comprendido por las
extremas es igual al cuadrado de la media; y si el rectangulo comprendido
por las extremas es igual al cuadrado de la media, las tres rectas seran
proporcionales.

Sean A, B, T tres rectas proporcionales, a saber: como A esaB, asiBar.
Digo que el rectangulo comprendido por A, T es igual al cuadrado de B.



Héagase A igual a B.

Y dado que AesaBcomoBesar,yB esigual a A, entonces, como A
es a B, asi A es a I. Pero, si cuatro rectas son proporcionales, el (rectangulo
comprendido) por las extremas es igual al rectangulo comprendido por las
medias [VI, 16]. Entonces, el (rectingulo comprendido) por A, T es igual al
(rectangulo comprendido) por B, A. Pero el (rectangulo comprendido) por B,
A es el cuadrado de B: porque B es igual a A; por tanto el (rectangulo
comprendido) por A, T es igual al (cuadrado) de B.

Pero ahora el (rectdngulo comprendido) por A, © sea igual al
(cuadrado) de B.

Digo que como AesaB,asiBar.

Pues, siguiendo la misma construccion, dado que el (rectdngulo
comprendido) por A, T es igual al (cuadrado) de B, mientras que el cuadrado
de B es el (rectangulo comprendido) por B, A: porque B es igual a A;
entonces el (rectingulo comprendido) por A, I es igual al (rectangulo
comprendido) por B, A. Pero si el (rectangulo comprendido) por las
extremas es igual al (rectangulo comprendido) por las medias, las cuatro
rectas son proporcionales [VI, 16]. Entonces, como A es a B, asi A a I. Pero
B es igual a A; luego, como AesaBasiBar.

Por consiguiente, si tres rectas son proporcionales, el rectangulo
comprendido por las extremas es igual al cuadrado de la media; y si el
rectangulo comprendido por las extremas es igual al cuadrado de la media,
las tres rectas seran proporcionales. Q. E. D.

PROPOSICION 18

A partir de una recta dada, construir una figura rectilinea semejante y
situada de manera semejante a una figura rectilinea dada.



Sea AB la recta dada y TE la figura rectilinea dada.
Asi pues, hay que construir, sobre la recta AB, una figura rectilinea
semejante y situada de manera semejante a la figura rectilinea TE.
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Tracese Az, y constriyase sobre la recta AB y en sus puntos A, B el
angulo HAB igual al angulo correspondiente a 1, y el (dngulo) ABH igual al
(angulo) raz [I, 23]. Entonces el (angulo) restante rza es igual al (angulo)
AHB [I, 32]; asi pues el tridngulo zra y el triangulo HAB son equiangulos.
Entonces, proporcionalmente, como ZA es a HB, asi ZI' a HA, y TA a AB [ V],
4].

Constriiyase a su vez, sobre la recta BH y en sus puntos B, H, el
(angulo) BHe igual al (dngulo) AZE, y el (dngulo) HB6 igual al (dngulo) zAE
[I, 23]. Entonces el (4ngulo) restante correspondiente a E es igual al
(angulo) restante correspondiente a © [I, 32]; por tanto el tridngulo zAE y el
triangulo HEB son equiangulos. Asi pues, proporcionalmente, como ZA es a
HB, asi ZE a HO y EA a @B [VI, 4]. Pero se ha demostrado que también, como
ZA €s a HB, asi ZI' a HA y TA a AB; por tanto, asimismo, como ZI' €S a AH, asi
TA a ABYy ZE a H® y también EA a @B. Y, dado que el (dngulo) rzaA es igual al
(angulo) AHB, y el (angulo) AZE al (dngulo) BHO, entonces, el angulo entero
r'ZE es igual al (dngulo) entero AH®. Por lo mismo, el dngulo rAE es también
igual al (angulo) ABe. Pero el (dngulo) correspondiente a T es también igual
al (4ngulo) correspondiente a A, y el (angulo) correspondiente a E, al
correspondiente a ®. Entonces la figura Ae es de angulos iguales a (los de)
la (figura) TE; y tienen proporcionales los lados que comprenden los angulos
iguales; por tanto, la figura rectilinea Ae es semejante a la figura rectilinea
TE [VI, Def. 1].

Por consiguiente, a partir de la recta AB, se ha construido la figura

rectilinea A®, semejante y situada de manera semejante a la figura rectilinea

dada rE. Q. E. F.2.



PROPOSICION 19

Los triangulos semejantes guardan entre si la razon duplicada de sus
lados correspondientes.

Sean ABI, AEzZ triangulos semejantes que tienen el angulo
correspondiente a B igual al correspondiente a E, tales que>?, como AB es a
BT, asi AE es a EzZ, de modo que BT corresponda a Ez [V, Def. 11].

Digo que el tridngulo ABr guarda con el triangulo AEZ una razon
duplicada de la que (guarda) Br con EZ.
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Tomese, pues, la tercera proporcional, BH, a las (rectas) Br, Ez, de
modo que, como BT es a EZ, asi Ez a BH [VI, 11]; y tracese AH.

Asi pues, dado que, como AB es a BI, asi AE a Ez, entonces, por
alternancia, como AB €s a AE, asi BI' a EZ [V, 16]. Pero, como BI' es a EZ, asi
Ez a BH. Por tanto, también, como AB es a AE, asi EzZ a BH [V, 11]; luego en
los triangulos ABH, AEZ, los lados que comprenden los angulos iguales son
inversamente proporcionales. Y aquellos triangulos que tienen un angulo
(de uno) igual a un angulo (del otro), cuyos lados que comprenden los
angulos iguales son inversamente proporcionales, son iguales [VI, 15]. Por
tanto el tridngulo ABH es igual al tridngulo AEZ. Ahora bien, dado que como
BT €s a EZ, asi EZ a BH, Y, sl tres rectas son proporcionales, la primera guarda
con la tercera una razédn duplicada de la que (guarda) con la segunda [V,
Def. 9], entonces B guarda con BH una razon duplicada (de la) que (guarda)
I'B con EZ. Pero como I'B es a BH, asi el triangulo ABT al triangulo ABH [VI,
1]. Entonces el tridngulo ABr guarda con el tridngulo ABH una razon
duplicada (de la) que Br (guarda) con Ez. Pero el triangulo ABH es igual al
tridngulo AEZ; entonces el tridnguio ABI' guarda con el tridngulo AEZ una
razon duplicada de la que Br (guarda) con Ez.




Por consiguiente, los tridngulos semejantes guardan entre si una razon
duplicada (de la que guardan) los lados correspondientes.

Porisma:

A partir de esto queda claro, que, si tres rectas son proporcionales,
entonces, como la primera es a la tercera, asi la figura construida sobre la
primera es a la figura construida de manera semejante sobre la segundal.

PROPOSICION 20

Los poligonos semejantes se dividen en triangulos semejantes e
iguales en nimero y homologos®2 a los (poligonos) enteros y un poligono
guarda con el otro una razon duplicada de la que guarda el lado
correspondiente con el lado correspondiente.

Sean ABTAE, ZHOKA poligonos semejantes, y sea AB correspondiente a
ZH.

Digo que los poligonos ABIAE, ZHOKA se dividen en tridngulos
semejantes e iguales en numero y homologos a los (poligonos) enteros; y el
poligono ABIAE guarda con el poligono zH®KA una razon duplicada de (la
que guarda) AB con ZH.

Tracense BE, EI', HA, A©.

Y puesto que el poligono ABIAE es semejante al poligono ZHOKA, el
(angulo) BAE es igual al (dngulo) HZA. Y, como BA es a AE, asi HZ a zA [VI,
Def. 1]. Asi pues, dado que ABE, ZHA son dos tridngulos que tienen un
angulo (de uno) igual a un angulo (del otro), y los lados que comprenden



los angulos iguales, proporcionales, entonces el triangulo ABE y el triangulo
ZHA son equiangulos [VI, 6]; de modo que también son semejantes [V, 4 y
Def. 1]. Por tanto el angulo ABE es igual al (angulo) zHA. Pero el (anguio)
entero ABI' es también igual al (angulo) entero zHe por la semejanza de los
poligonos; luego el angulo restante EBI es igual al (dngulo) AH®. Ahora
bien, puesto que, por la semejanza de los triangulos ABE, ZHA, como EB e€s a
BA, asi AH a Hz, mientras que también por la semejanza de los poligonos,
cCOmo AB €s a BI', asi ZH a He, entonces, por igualdad, como EB es a BI, asi
AH a HO [V, 22], y los lados que comprenden los angulos iguales EBI, AHO
son proporcionales; por tanto, el tridangulo EBr y el tridngulo AH® son
equiangulos [VI, 6]; de modo que el triangulo EBI es semejante al triangulo
AHO [V1, 4 y Def. 1]. Por lo mismo el tridngulo ErA es semejante al tridngulo
AeK. Entonces los poligonos semejantes ABIAE, ZHOKA se han dividido en
tridngulos semejantes e iguales en niimero.

Digo que también son homologos a los poligonos enteros, es decir, de
tal manera que los tridngulos son proporcionales, y los antecedentes son
ABE, EBI, ETA, y sus consecuentes ZHA, AHO, AOK y (digo) que el poligono
ABTAE guarda con el poligono ZHOKA una razdn duplicada (de la que guarda)
el lado correspondiente con el lado correspondiente, es decir, AB con ZH.

Tracense, pues, AIL, z0. Y puesto que, por la semejanza de los
poligonos el &ngulo ABT es igual al (dngulo) zHe, y, como AB es a BT, asi ZH
a Ho, el tridngulo ABI y el triangulo zH® son equidngulos [VI, 6]; entonces
el angulo BAT es igual al (dngulo) Hze, y el (angulo) Bra al (angulo) HeZ. Y
puesto que el angulo BAM es igual al (angulo) HzN, y el (dngulo) ABM es
igual al (dngulo) zHN, entonces el (dngulo) restante AMB es igual al (angulo)
restante zZNH [I, 32]. Por tanto el tridngulo ABM y el tridngulo ZHN son
equiangulos. De manera semejante demostrariamos que el tridangulo BMI y
el tridngulo HN® son equidngulos. Entonces, proporcionalmente, como AM
€s a MB, asi ZN a NH, mientras que como BM es a MrI, asi HN a N@; de modo
que también, por igualdad, como AM es a MT, asi ZN a N©. Pero, como AM es
a Mr, asi el (triangulo) ABM al (tridngulo) MBI, y el (tridngulo) AME al
(triangulo) EMI: porque son entre si como sus bases [VI, 1]. Entonces,
también, como uno de los antecedentes es a uno de los consecuentes, asi
todos los antecedentes a todos los consecuentes [V, 12]; por tanto, como el
triangulo AMB es al (triangulo) BMT, asi el (triangulo) ABE al (triangulo) I'BE.
Ahora bien, como el (tridangulo) AMB es al (triangulo) BMI, asi AM a MT;
luego también, como AM es a MT, asi el triangulo ABE al (tridngulo) EBT. Por



lo mismo, ademas, como zZN es a No, asi el triangulo zZHA al tridngulo HAe.
Ahora bien, como AM es a MI, asi ZN a N@; entonces, también, como el
triangulo ABE es al tridngulo BEI, asi el triangulo zHA al triangulo HAe, v,
por alternancia, como el tridngulo ABE es al tridngulo zHA, asi el tridngulo
BET es al (triangulo) HA®. De manera semejante demostrariamos, una vez
trazadas BA, HK, que también, como el triangulo BET es al tridngulo AH®, asi
el triangulo Era al tridngulo A@K. Y puesto que, como el tridngulo ABE es al
triangulo zHA, asi el (triangulo) EBr al (triangulo) AH® y ademas el
(triangulo) ErA al (triangulo) AG@K, entonces, como uno de los antecedentes
es a uno de los consecuentes, asi todos los antecedentes a todos los
consecuentes [V, 12]. Por tanto, como el tridangulo ABE es al triangulo zZHA,
asi el poligono ABIAE es al poligono zHOKA. Pero el tridngulo ABE guarda
con el tridangulo ZHA una razén duplicada de la que el lado correspondiente
AB (guarda) con el lado correspondiente zH: porque los triangulos
semejantes guardan entre si una razén duplicada de la de los lados
correspondientes [VI, 19]. Por tanto, el poligono ABIAE guarda con el
poligono zHOKA una razon duplicada de la que (guarda) el lado
correspondiente AB con el lado correspondiente zH.

Por consiguiente, los poligonos semejantes se dividen en triangulos
semejantes e iguales en nimero y homologos a los (poligonos) enteros y un
poligono guarda con otro una razon duplicada de la que el lado
correspondiente guarda con el lado correspondiente.

Porisma:

De manera semejante, en el caso de los cuadrilateros se demostraria
también que guardan una razdén duplicada de la de los lados
correspondientes. Pero se ha demostrado que también en el caso de los
triangulos; de modo que, en general, las figuras rectilineas guardan entre si
una razon duplicada de la de sus lados correspondientes. Q. E. D.

[Porisma 2:

Y si tomamos la tercera proporcional = de los lados AB, zH, BA guardan
con £ una razén duplicada de la que (guarda) AB con zA. Pero un poligono
guarda con otro poligono, o un cuadrilatero con otro cuadrilatero, una razéon
duplicada de la que (guarda) el lado correspondiente con el lado
correspondiente, es decir, AB con zZH; pero se ha demostrado esto también en
el caso de los triangulos; de modo que, en general, queda claro que, si tres
rectas son proporcionales, como la primera es a la tercera, asi serd la figura



construida sobre la primera a la figura semejante construida de modo
semejante sobre la segunda]>2.

PROPOSICION 21

Las figuras semejantes a una misma figura rectilinea son también
semejantes entre si.

Pues sea cada una de las figuras A, B semejante aT.

Digo que también A es semejante a B.

Pues dado que A es semejante a I, también es de angulo iguales a (los
de) ella y tiene proporcionales los lados que comprenden los angulos
iguales [VI, Def. 1].

A su vez, dado que B es semejante a T, también es de angulos iguales a
(los de) ella y tiene proporcionales los lados que comprendenlos angulos
iguales. Por tanto cada una de las (figuras) A, B es de angulos iguales a (los
de) r y tiene los lados que comprenden los angulos iguales, proporcionales
[de modo que también A es de dngulos iguales a (los de) B y tiene los lados

que comprenden los 4ngulos iguales, proporcionales]>*.
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Por tanto A es semejante a B. Q. E. D.



PROPOSICION 22

Si cuatro rectas son proporcionales, las figuras rectilineas semejantes
y construidas de manera semejante a partir de ellas seran también
proporcionales; y si las figuras semejantes y construidas de manera
semejante a partir de ellas son proporcionales, las propias rectas serdn
también proporcionales.

Sean AB, TA, EZ, HO® cuatro rectas proporcionales tales que como AB es
a TA, asi EZ a HO; y construyanse a partir de AB, TA, las figuras rectilineas
semejantes y situadas de manera semejante KAB, ATA, y a partir de EzZ, HO,
las figuras rectilineas semejantes y situadas de manera semejante Mz, N@.

Digo que como KAB €s a ATA, asi MZ a Ne.

Pues tdbmese la tercera proporcional, =, a las rectas AB, TA, y la tercera
proporcional, 0, a las (rectas) Ez, HO [VI, 11]. Y dado que, como AB, es a TA,
asi EZ a HO, y como I'A es a =, asi H@ a 0, entonces, por igualdad, como AB es
a =, asi Ez a 0 [V, 22]. Pero como AB es a =, asi la (figura) KAB a la (figura)
ATA, Y como EZ es a 0, asi la (figura) Mz a la (figura) Ne [VI, 19, Por.]; luego
también, como la (figura) KAB es a la (figura) ATA, asi la (figura) Mz a la
(figura) Ne [V, 11].
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Pero ahora sea Mz a N® como KAB a ATA.
Digo que también como AB es a I'A, asi EZ a HO®. Pues si EZ no es a HO®
CoOmo AB €s a T'A, sea EZ a IIP como AB a IA [VI, 12], y construyase sobre 11p

la figura rectilinea =p semejante y situada de modo semejante a una de las
dos (figuras) Mz, Ne [VI, 18].




Puesto que como AB es a TA, asi EzZ a 1P, y a partir de AB, TA han sido
descritas las (figuras) semejantes y situadas de manera semejante KAB, ATA,
y, a partir de Ez, 11P, las (figuras) semejantes y situadas de manera semejante
MZ, P; entonces, como KAB €s a ATA, asi MZ a =P.

Pero también se ha supuesto que, como KAB €s a AIA, asi MZ a N@;
entonces, también, como Mz es a =P, asi MZ a N@ [V, 11]; luego Mz guarda la
misma razon con cada una de las (figuras) Ne, =P; por tanto Ne es igual a =p
[V, 9]. Pero es semejante y situada de manera semejante a ella; por tanto HO
es igual a rip. Y, dado que, como AB es a I'A, asi EZ a TP, y 1P es igual a He,
entonces, Como AB €s a I'A, asi EZ a He.

Por consiguiente, si cuatro rectas son proporcionales, las figuras
rectilineas semejantes y construidas de manera semejante a partir de ellas
seran también proporcionales; y si las figuras rectilineas semejantes y
construidas de manera semejante a partir de ellas son proporcionales, las
propias rectas seran también proporcionales. Q. E. D.

[Lema:

Que si las figuras rectilineas son iguales y semejantes, sus lados
correspondientes son iguales entre si, lo demostraremos de la siguiente
manera:

Sean No, »p figuras rectilineas iguales y semejantes y sea PII a [I cOmo
@H a HN.

Digo que pi1 es igual a oH.

Pues, si no son iguales, una de ellas es mayor. Sea mayor PI1 que 6H. Y
dado que, como PII es a Iz, asi ®H a HN, y, por alternancia, como PII es a ©H
asi I1IZ a HN, y IIP €s mayor que ®H, entonces Iz es mayor que HN; de modo
que tambien Px es mayor que ©N. Pero también igual. Lo cual es absurdo.
Por consiguiente no es el caso de que 1P no sea igual a HO; luego es igual.

Q. E. D.J22.

PROPOSICION 23

Los paralelogramos equiangulos guardan entre si la razon compuesta
de (las razones) de sus lados>S.



Sean AT, 17 paralelogramos equiangulos que tienen el &ngulo Bra igual
al (angulo) ErH.

Digo que el paralelogramo Ar guarda con el paralelogramo rz la razon
compuesta (de las razones de) sus lados.

Pues coloquense de modo que BrI esté en linea recta con I'H; entonces
AT esta en linea recta con IE.

Complétese el paralelogramo AH, poéngase una recta K y resulte que,
como Br es alH, asi K a A, y como AT es aTE, asi A aM [VI, 12].

Entonces, las razones de K a A y de A a M son las mismas que las
razones de los lados, a saber: de Br arH y de Ar a rE. Pero la razon de K a M
se compone de la razon de K a A y de la de A a M; de modo que también K
guarda con M la razon compuesta de (las de) los lados. Y, dado que, como
BI' es a I'H, asi el paralelogramo Ar al (paralelogramo) re [VI, 1], mientras
que, como BI' es a T'H, asi K a A, entonces, también, como K es a A, asi AT’ a
re [V, 11]. Por otra parte, dado que, como AT es a I'E, asi el paralelogramo
re al (paralelogramo) rz [VI, 1], pero, como AT es a I'E, asi A a M, entonces,
también, como A es a M, asi el paralelogramo re al paralelogramo 1z [V,
11].

Puesto que se ha demostrado que como K es a A, asi el paralelogramo
Ar al paralelogramo re, y, como A es a M, asi el paralelogramo re al
paralelogramo 1z, entonces, por igualdad, como K es a M, asi el
(paralelogramo) Ar al paralelogramo rz. Pero K guarda con M la razon
compuesta de (las de) los lados; entonces Al guarda con 1z la razén
compuesta de (las de) sus lados.

Por consiguiente, los paralelogramos de dngulos iguales guardan entre

si la razon compuesta de (las razones de) sus lados. Q. E. D.2Z.



PROPOSICION 24

En todo paralelogramo, los paralelogramos situados en torno a su
diagonal son semejantes al (paralelogramo) entero y entre si.

Sea ABIA un paralelogramo, y su diagonal Ar, y EH, ©K los
paralelogramos situados en torno a Ar.

Digo que cada uno de los paralelogramos EH, ©K es semejante al
(paralelogramo) entero ABTA y al otro.
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Pues como s¢ ha trazado Ez paralela a uno de los lados Br del triangulo
ABI, proporcionalmente, como BE e€s a EA, asi I'Z a ZA [VI, 2]. Como se ha
trazado a su vez zH paralela a uno de los lados 1A del tridngulo Ara,
proporcionalmente, como Iz es a zZA, asi AH a HA [VI, 2]. Pero se ha
demostrado que, como Iz es a ZA, asi también BE a EA; entonces, también,
como BE €s a EA, asi AH a HA; entonces, por composicion, como BA €S a AE,
asi AA a AH [V, 18]y, por alternancia, como BA es a AA, asi EA a AH [V, 16].
Asi pues, en los paralelogramos ABTA, EH, los lados que comprenden el
angulo comun BAA son proporcionales. Y puesto que HZ es paralela a Ar, el
angulo AzH es igual al (dngulo) Ara; y el angulo AAT es comun a los dos
tridngulos AAT, AHZ; por tanto, los tridngulos AAT y AHZ son equidngulos.
Por lo mismo, los triangulos AIB y AZE son también equiangulos, y el
paralelogramo entero ABIA y el paralelogramo EH son equiangulos.
Entonces, proporcionalmente, como AA es a AI, asi AH a Hz, mientras que
como Al €s a TA, asi HZ a ZA, y, como AT es a I'B, asi Az a ZE, y ademas,
como I'B es a BA, asi ZE a EA. Puesto que se ha demostrado también que,
como ATl es a T'A, asi HZ a ZA, mientras que, como Al s a I'B, asi AZ a ZE,
entonces, por igualdad, como Ar es a I'B, asi HZ a zE [V, 22]. Por tanto, en
los paralelogramos ABTA, EH, los lados que comprenden los angulos iguales



son proporcionales. Luego el paralelogramo ABrA es semejante al
paralelogramo EH [VI, Def. 1]. Por lo mismo, el paralelogramo ABTA
también es semejante al paralelogramo k®; entonces, cada uno de los
paralelogramos EH, K© es semejante al (paralelogramo) ABIrA. Pero las
(figuras) semejantes a una misma figura rectilinea también son semejantes
entre si [VI, 21]. Por tanto el paralelogramo EH es semejante al
paralelogramo oK.

Por consiguiente, en todo paralelogramo, los paralelogramos situados
en torno a la diagonal son semejantes al (paralelogramo) entero y entre si.
Q. E. D.

PROPOSICION 25

Construir una misma (figura) semejante a una figura rectilinea dada,
e igual a otra (figura) dada.

Sea ABT la figura rectilinea dada a la que debe ser semejante la figura
que hay que construir y A (la figura) a la que debe ser igual.

Asi pues, hay que construir una misma (figura) semejante a ABI €
igual a A.

Apliquese, pues, al (lado) Br el paralelogramo BE igual al triangulo
ABT [I, 44], y a IE el paralelogramo ™M igual a A en el angulo zr'E que es
igual al (dngulo) rBA [I, 45]. Entonces BI' estd en linea recta con 'z, y AE
con EM. Y tomese la media proporcional He a las (rectas) BI, 1z [VI, 13], y
constrilyase a partir de Ho la (figura) KHO semejante y situada de manera
semejante a ABT [VI, 18].




Puesto que como Br es a HO, asi H® a Iz, si tres rectas son
proporcionales, como la primera es a la tercera, asi la (figura construida) a
partir de la primera a la figura semejante y construida de manera semejante
a partir de la segunda [VI, 19, Por.], entonces, como BI' es a Iz, asi el
triangulo ABr al tridngulo KHe. Pero también, como BI' es a 1z, asi el
paralelogramo BE al paralelogramo Ez [VI, 1]. Entonces también, como el
triangulo ABT es al triangulo KHe, asi el paralelogramo BE al paralelogramo
EZz. Asi pues, por alternancia, como el tridngulo ABT es al paralelogramo BE,
asi el triangulo KHe es al paralelogramo Ez [V, 16]. Pero el tridngulo ABT es
igual al paralelogramo BE; entonces el tridngulo KHe es igual al
paralelogramo Ez. Pero el paralelogramo Ez es igual a A. Entonces el
(triangulo) KHO es también igual a A. Y el tridngulo KHO es también
semejante al (triangulo) ABT.

Por consiguiente, se ha construido una misma figura semejante a la
figura rectilinea dada ABI e igual a otra (figura) dada A. q. e. £.28.

PROPOSICION 26

Si se quita de un paralelogramo un paralelogramo semejante y
situado de manera semejante al paralelogramo entero que tenga un angulo
comun con él, esta en torno a la misma diagonal que el (paralelogramo)
entero.

Pues quitese del paralelogramo ABIA el paralelogramo Az semejante y
situado de manera semejante a ABIA y que tenga el angulo AAB comUn con
él.

Digo que ABIA esta en torno a la misma diagonal que Az.




Pues supongamos que no, pero si es posible, sea la diagonal Aer, y
prolongada Hz llévese hasta @ y tracese por el (punto) e, la (recta) oK
paralela a una de las (rectas) AA, BT [I, 31].

Dado que ABIA esta en torno a la misma diagonal que KH, entonces,
como AA €S a AB, asi HA a AK [VI, 24]. Pero también, por semejanza de los
paralelogramos ABIA y EH, COMO AA €s a AB, asi HA a AE; entonces también
como HA es a AK, asi HA a AE [V, 11]. Asi pues, HA guarda la misma razon
con cada una de las (rectas) AK, AE. Por tanto AE es igual a AK [V, 9], la
menor a la mayor; lo cual es imposible. Luego no es el caso de que ABIA no
esté en torno a la misma diagonal que Az; por tanto el paralelogramo ABIA
esta en torno a la misma diagonal que Az.

Por consiguiente, si se quita de un paralelogramo un paralelogramo
semejante y situado de manera semejante al (paralelogramo) entero, que
tenga un angulo comun con ¢él, estd en torno a la misma diagonal que el

paralelogramo entero. Q. E. D.22.

PROPOSICION 27

De todos los paralelogramos aplicados a una misma recta y
deficientes en figuras paralelogramas semejantes y situadas de manera
semejante al construido a partir de la mitad de la recta, el (paralelogramo)
mayor es el que es aplicado a la mitad de la recta y es semejante al

defecto®.

Sea AB la recta y dividase en dos partes iguales en el (punto) I y
apliquese a la recta AB el paralelogramo AA deficiente en la figura
paralelograma AB construida sobre la mitad de AB, es decir I'B.

Digo que todos los paralelogramos aplicados a AB y deficientes en las
figuras semejantes y situadas de manera semejante a AB, €l mayor es AA.

A

AN

M

A K

o}



Pues apliquese a la recta AB el paralelogramo Az deficiente en la figura
paralelograma zB semejante y situada de manera semejante a AB.

Digo que AA es mayor que AZ.

Pues como AB es un paralelogramo semejante al paralelogramo zB,
estan en torno a la misma diagonal [VI, 26]. Tracese su diagonal AB y
construyase la figura.

Pues bien, dado que 1z es igual a ZE y zB es comun [I, 43], entonces el
(paralelogramo) entero re es igual al (paralelogramo) entero KE. Pero re es
igual a TH, porque AT también es igual a I'B [I, 36]. Por tanto HI' es también
igual a EK. Afiddase a ambos 1Zz; entonces el (paralelogramo) entero Az es
igual al gnomon AMN; de modo que el paralelogramo AB, es decir AA, es
mayor que el paralelogramo Az.

Por consiguiente, de todos los paralelogramos aplicados a una misma
recta y deficientes en figuras paralelogramas semejantes y situadas de
manera semejante al construido a partir de la mitad de la recta, el
(paralelogramo) mayor es el aplicado a la mitad de la recta. Q. E. D.

PROPOSICION 28

Aplicar a una recta dada un paralelogramo igual a una figura
rectilinea dada deficiente en una figura paralelograma semejante a una
dada; pero es necesario que la figura rectilinea dada no sea mayor que el

paralelogramo construido a partir de la mitad y semejante al defectoS'.

Sea AB la recta dada y  la figura rectilinea dada a la que debe ser igual
la figura que hay que aplicar a la recta AB, sin que sea mayor que el
(paralelogramo) construido a partir de la mitad de AB y semejante al
defecto; y sea A el (paralelogramo) al que ha de ser semejante el defecto.
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Asi pues, hay que aplicar a la recta dada AB un paralelogramo igual a
la figura rectilinea dada r deficiente en la figura paralelograma que es
semejante a A.

Dividase AB en dos partes iguales por el punto E, y constrilyase a partir
de EB el (paralelogramo) EBZH semejante y situado de manera semejante A
[VI, 18], y complétese el paralelogramo AH.

Si en efecto el (paralelogramo) AH es igual a , se habria hecho lo
propuesto; pues ha sido aplicado a la recta dada AB un paralelogramo igual
a la figura dada r, deficiente en la figura paralelograma HB que es semejante
a A. Y sino, sea ©E mayor que I'. Y ©E es igual a HB; entonces HB es también
mayor que I'. Constriyase entonces KAMN igual al exceso por el que HB es
mayor que I' y semejante y situada de manera semejante a A [VI, 25].

Pero A es semejante a HB; entonces KM es también semejante a HB [V,
21]. Sea kA correspondiente a HE y AM a HZ. Ahora bien, como HB es igual a
I, KM, entonces HB €s mayor que KM; luego HE es también mayor que KA, y
Hz (mayor) que AM. Hagase H= igual a KA y HO a AM, y complétese el
paralelogramo =zHOIT; entonces es igual y semejante a KM. Luego HIT es
también semejante a HB [VI, 21]; por tanto HIT estd en torno a la misma
diagonal que HB [VI, 26]. Sea su diagonal HIIB y construyase la figura.

Pues bien, dado que BH es igual a I, KM y en ellas HIT es igual a KM,
entonces el gnomon restante YX® es igual a la (figura) restante . Y, puesto
que OP es igual a =z, afiddase a ambos T1B; entonces el (paralelogramo)
entero OB es igual al (paralelogramo) entero =B. Pero =B es igual a TE,
porque el lado AE es también igual a EB [I, 36]; entonces TE es también igual
a OB. Aniddase a ambos z=; entonces el (paralelogramo) entero Tx es igual al
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gnomon entero ®XY. Pero se ha demostrado que el gnomon oXy es igual a r;
por tanto Tz es igual a T.

Por consiguiente se ha aplicado a la recta dada AB un paralelogramo it
igual a la figura rectilinea dada r, deficiente en la figura paralelograma 1B
que es semejante a A. Q. E. F.

PROPOSICION 29

Aplicar a una recta dada un paralelogramo igual a una figura

rectilinea dada y que exceda en una figura paralelograma semejante a una
dada.

Sea AB la recta dada, r la (figura) rectilinea dada igual al
(paralelogramo) que hay que aplicar a AB y A la (figura) semejante al
(paralelogramo) en que es necesario que exceda.

Asi pues, hay que aplicar a la recta AB un paralelogramo igual a la
(figura) rectilinea r y que exceda en una figura paralelograma semejante a
A.

Dividase AB en dos partes iguales por el (punto) E y construyase a
partir de EB el paralelogramo Bz semejante y situado de manera semejante a



A, y construyase HO igual a ambos Bz, T y al mismo tiempo semejante y
situado de manera semejante a A [VI, 25]. Y sea K@ correspondiente a ZA, y
KH a ZE. Y puesto que H® es mayor que ZB, entonces K® es también mayor
que ZA y KH que ZE. Prolonguense zA, ZE, y sea ZAM igual a K® y ZEN igual a
KH, y complétese MN; entonces MN es igual y semejante a HO. Pero HO es
semejante a EA; luego MN es semejante también a EA [V1, 21]; luego EA esta
en torno a la misma diagonal que MN. Tracese su diagonal z=, y constriyase
la figura.

Puesto que HO es igual a EA, I', mientras que HO es igual a MN, entonces
MN es también igual a EA, I. Quitese de ambas EA; entonces el gnomon
restante ¥Xo es igual a r. Y puesto que AE es igual a EB, AN también es igual
a NB [I, 36], es decir, a A0 [I, 43]. Afiddase a ambos EZ; entonces el
(paralelogramo) entero A= es igual al gnomon ox¥. Pero el gnomon oX¥ es
igual a 1. Por tanto A= es igual aT.

Por consiguiente, se ha aplicado a la recta AB un paralelogramo A=
igual a la (figura) rectilinea dada r y que excede en la figura paralelograma
IO que es semejante a A, puesto que OI1 es semejante a EA [VI, 24]. Q. E. F.

PrROPOSICION 30

Dividir una recta finita dada en extrema y media razon.

Sea AB la recta finita dada.

Asi pues, hay que dividir la recta AB en extrema y media razon.

Constrayase a partir de AB el cuadrado Br y apliquese a AT el
paralelogramo 1A igual a Br y que exceda en la figura AA semejante a BT
[VI, 29].

Ahora bien, BI" es un cuadrado; entonces AA es también un cuadrado. Y
como BI' es igual a A, quitese de ambos T'E; entonces el (paralelogramo)
restante Bz es igual al (paralelogramo) restante AA. Pero son también
equiangulos; entonces los lados que comprenden los angulos iguales de los
(paralelogramos) Bz, AA son inversamente proporcionales [VI, 14];
entonces, como ZE es a EA, asi AE a EB. Pero ZE es igual a AB y EA a AE. Por
tanto, como BA €s a AE, asi AE a EB. Pero AB es mayor que AE; asi pues, AE
es también mayor que EB.



Por consiguiente se ha dividido la recta AB en extrema y media razon
por E y su segmento mayor es AE. Q. E. F.%2,

PROPOSICION 31

En los triangulos rectangulos, la figura (construida) a partir del lado
que subtiende el angulo recto es igual a las figuras semejantes y
construidas de manera semejante a partir de los lados que comprenden el
dngulo recto.

Sea ABT el tridngulo rectangulo que tiene el angulo recto BAT.

Digo que la figura (construida) a partir de Br es igual a las figuras
semejantes y construidas de manera semejante a partir de los lados BA, AT.

Tréacese la perpendicular AA.

Puesto que se ha trazado la perpendicular AA en el triangulo rectangulo
ABI desde el angulo recto A hasta la base BI, los triangulos ABA, AAT,
adyacentes a la perpendicular, son semejantes al (tridangulo) completo ABT y
entre si [VI, 8].



Y puesto que ABI es semejante a ABA, entonces, como I'B €s a BA, asi
AB a BA [VI, Def. 1]. Ahora bien, dado que tres rectas son proporcionales,
como la primera es a la tercera, asi la figura (construida) a partir de la
primera es a la (figura) semejante y construida de manera semejante a partir
de la segunda [VI, 19, Por.]. Entonces, como I'B es a BA, asi la figura
(construida) a partir de I'B es a la (figura) semejante y construida de manera
semejante a partir de BA. Por lo mismo, ademds, como BI' es a TIA, asi la
figura (construida) a partir de Br es a la (figura) construida a partir de rA.
De modo que también, como BI' es a BA, AT, asi la figura (construida) a
partir de Br a las (figuras) semejantes y construidas de manera semejante a
partir de BA, AT. Pero BI es igual a BA, AT; por tanto la figura (construida) a
partir de Br es también igual a las figuras semejantes y construidas de
manera semejante a partir de BA, AT.

Por consiguiente, en los triangulos rectangulos la figura (construida) a
partir del lado que subtiende el angulo recto es igual a las figuras
semejantes y construidas de manera semejante a partir de los lados que
comprenden el angulo recto. Q. E. D.

PROPOSICION 32

Si dos triangulos que tienen dos lados (de uno) proporcionales a dos
lados (del otro) se construyen unidos por un dngulo® de modo que sus



lados correspondientes sean paralelos, los restantes lados de los triangulos
estaran en linea recta.

Sean ABI, ATE dos triangulos que tienen los dos lados BA, Ar
proporcionales a los dos lados Ar, AE (es decir) como AB es a AT, asi AI' a AE,
y AB paralela a AT y AT a AE.

Digo que BrI estd en linea recta con I'E.

Pues como AB es paralela a Ar, y la recta AT ha incidido sobre ellas, los
angulos altemos BAI, ATA son iguales entre si [I, 29]. Por lo mismo el
(angulo) TAE es también igual al (dngulo) ATA. De modo que también el
(angulo) BATr es igual al angulo TAE. Y puesto que ABI, ATE, son dos
triangulos que tienen un angulo, el correspondiente a A, igual a un angulo,
el correspondiente a A, y los lados que comprenden los angulos iguales,
proporcionales (es decir que) como BA es a AT, asi TA a AE, entonces el
triangulo ABT y el triangulo ATE son equiangulos [VI, 6]. Por tanto el angulo
ABT es igual al (d&ngulo) ATE. Pero se ha demostrado que el (angulo) ATA es
también igual al (dngulo) BAT; luego el (dngulo) entero ATE es igual a los
dos (angulos) ABI, BAT. Afiddase a ambos el (angulo) ArB; entonces los
(angulos) ATE, ArB son iguales a los (angulos) BAI, ArB, I'BA. Pero los
(angulos) BAT, ABT, ATB son iguales a dos rectos [I, 32]; luego los (angulos)
ATE, ATB son también iguales a dos rectos. Por tanto, las dos rectas BI, TE
que no estan en el mismo lado forman con una recta AT y en su punto T los
angulos adyacentes ATE, AI'B iguales a dos rectos; por tanto BI' esta en linea
recta con TE [I, 14].

Por consiguiente, si dos tridngulos que tienen dos lados (de uno)
proporcionales a dos lados (del otro) se construyen unidos por un angulo de



modo que sus lados correspondientes sean paralelos, los restantes lados de
los tridngulos estaran en linea recta. Q. E. D.

PROPOSICION 33

En los circulos iguales, los angulos guardan la misma razon que las
circunferencias sobre las que estan, tanto si estan en el centro como si estan
en las circunferencias®.

Sean ABIL, AEZ los circulos iguales y sean BHI, E©z los angulos
correspondientes a sus centros (H, ©) y BAI, EAZ los (&ngulos)
correspondientes a sus circunferencias.

Digo que: como la circunferencia BI es a la circunferencia Ez, asi el
angulo BHT al (dngulo) Eez y el angulo BAT al (dngulo) EAz.

Pues haganse tantas circunferencias sucesivas I'K, KA como se quiera
iguales a BI' y tantas circunferencias sucesivas ZM, MN como s€ quiera,
iguales a Ez, y tracense HK, HA, ®M, GN.

Asi pues, como las circunferencias BI, TK, KA son iguales entre si, los
angulos BHI, THK, KHA son también iguales entre si [III, 27]; entonces
cuantas veces BA es multiplo de Br, tantas veces el angulo BHA es también
multiplo del (4ngulo) BHI. Por lo mismo, también, cuantas veces la
circunferencia NE es multiplo de la circunferencia Ez, tantas veces el angulo
NOE es multiplo también del (dngulo) Eez. Entonces, si la circunferencia BA
es igual a la circunferencia EN, el dngulo BHA es también igual al (4ngulo)
EoN [III, 27], y si la circunferencia BA es mayor que la circunferencia EN, el
angulo BHA es también mayor que el (angulo) EGN, y si es menor, menor.
Habiendo entonces cuatro magnitudes, las dos circunferencias BT, EZ y los
dos angulos BHI, E®z, se han tomado unos equimultiplos de Ila
circunferencia BI' y del angulo BHI, a saber: la circunferencia BA y el angulo
BHA; y otros equimultiplos de la circunferencia Ez y el angulo Eez, a saber:
la circunferencia EN y el angulo EeN.



Ahora bien, se ha demostrado que, si la circunferencia BA excede a la
circunferencia EN, el dngulo BHA excede también al dngulo E®©N, y si es
igual, es igual, y si menor, menor. Entonces, como la circunferencia Br es a
la (circunferencia) Ez, asi el angulo BHI al (dngulo) Eez [V, Def. 5]. Pero,
como el angulo BHTI es al (angulo) E@z, asi el (angulo) BAT al (angulo) EAZ;
pues son dobles respectivamente. Entonces, como la circunferencia BI es a
la circunferencia Ez, asi el angulo BHI" al (dngulo) E@z y el (dngulo) BAT al
(angulo) EAZ.

Por consiguiente, en los circulos iguales, los angulos guardan la

misma razon que las circunferencias sobre las que estdn, tanto si estan en el

centro como si estan en las circunferencias. Q. E. D.%2,



38 ARISTOTELES, Analiticos Segundos 11 17, 99a13, dice que la semejanza (¢6 hémoion) de
las figuras consiste quiza (isos) en que tengan sus lados proporcionales y sus angulos iguales. El uso
de isos sugiere que en época de Aristoteles esta definicion no estaba todavia establecida.

32 Hégoumenol te kai hepomenoi l6goi «razones antecedentes y consecuentesy» resulta oscuro;
por ello, Candalla y Peyrard leen logon horoi o simplemente /ogon. Ademads, la definicion no se
utiliza nunca en los Elementos, pues no se alude a los paralelogramos que cumplen estas propiedades
(VI 14-15, XI 34, etc.) como «inversamente relacionados» sino «que tienen sus lados inversamente
relacionados». Probablemente se trata de una interpolacion que ya aparece en Heron. Simson
propone sustituir esta definicion por la siguiente: «Dos cantidades [magnitudes] proporcionales se
dicen reciprocamente proporcionales 4 otras dos, quando una de las primeras es 4 una de las
segundas, como la restante de las segundas a la restante de las primerasy (ed. cit., pag. 322).

Por otra parte, la traduccion «inversamente relacionados» (reciprocamente proporcionales en
la version espafola de la edicion de Simson) tanto en esta definiciébn como en las proposiciones VI
14-15, corresponde al verbo griego antipascho. Prefiero esta version a la de «inversamente
proporcionales» que proponen MUGLER: «étre inversement proportionnel» (Dictionnaire historique
de la terminologie geométrique des grecs, pag. 66), F. VERA (Cientificos griegos 1, pag. 805) y el
Diccionario Griego-Espariol Il (Madrid, C.S.1.C., 1986), pag. 346, porque Euclides no utiliza ni en
esta definicion ni en las proposiciones VI 14-15, el término habitual para la proporcion por inversion:
andpalin.

40 No cabe duda de que la presente definicion ha sido interpolada por Teon. El ms. P la tiene
en el margen, se omite en la traduccion del arabe de Campano y los mss. que la tienen la presentan en
diferentes lugares. Simson la tacha de inutil, absurda y nada geométrica, pues solo los nimeros
pueden multiplicarse y hay razones de las que no puede resultar numero alguno, por ej. la de la
diagonal del cuadrado a su lado, o la de la circunferencia del circulo a su diametro, y otras
semejantes. Aduce, por otra parte, que no se hallan vestigios de la definicion ni en Euclides, ni en
Arquimedes, ni en ningin otro gedémetra de los antiguos que usan con frecuencia la razon compuesta.
Concluye que la definicion presente se debe a Tedn, pues aparece en sus comentarios sobre la
Descripcion Magna de Tolemeo (cf. SIMSON, ed. cit., pags. 324-329).

41 Mas literalmente: «que estan bajo la misma altura» ta hypo to auto hypsos onta.

£ Bp el texto griego aparecen algunas lineas tras la clausula del porisma (hdper édei deixai)
«y ademas el lado adyacente al segmento es una media proporcional entre la base y uno cualquiera de
los segmentos». Heiberg considera estas palabras interpoladas porque, ademas de encontrarse detras
de la clausula, faltan en algunos de los mejores mss., si bien P y Campano cuentan con ellas
omitiendo la clausula. Su punto de vista parece confirmado por el hecho de que, mientras que la
primera parte del porisma se cita en varias ocasiones (VI 13, lema anterior a X 33, lema posterior a
XIII 3), la segunda aparecera con una prueba independiente en otros lugares.

4 La expresion que aparece aqui y en las dos proposiciones siguientes es tychoiisa gonia
semejante a tychon semeion que he traducido como «un punto al azar». Pero aqui no se trata de
«tomar» un angulo sino de trazar una recta de manera que forme un angulo «cualquiera» con otra
recta.

4 [ a traduccion de proseuriskein por «hallar» no refleja exactamente lo que quiere decir en
griego, pues proseuriskein no es sindnimo de heuriskein, sino que se refiere a una operacion que
consiste en completar una secuencia de segmentos de recta mediante la construccion de un nuevo
segmento que tenga una relacion determinada con los segmentos dados. En este mismo sentido se
aplica a series de numeros en los libros de aritmética (cf. IX 18 y 19).

% Qe trata de un caso particular de la proposicion 12. Para el significado de proseurein, cf.
nota 44.

4 Fyclides utiliza aqui ekkeisthosan «disponganse», en lugar del simple keisthasan
«pdénganse», mucho mas frecuente.



47 Esta proposicion del libro VI, version de la I1, 14, es equivalente a la extraccion de la raiz
cuadrada y, ademas, nos permite, dada una razén entre lineas rectas, hallar la razén que es su
«subduplicaday, o, dicho de otro modo, la razén de la que ella es la duplicada.

48 Egta proposicion es un caso particular de VI 14, pero merece consideracion aparte. Se
podria enunciar también de la siguiente forma: «Los rectangulos que tienen sus bases inversamente
relacionadas con sus alturas, tienen la misma area; y los rectangulos iguales tienen sus bases
inversamente relacionadas con sus alturas». Ahora bien, como cualquier paralelogramo es igual al
rectangulo que tiene la misma base y la misma altura, y cualquier tridngulo es igual a la mitad del
paralelogramo que tiene la misma base y la misma altura, se sigue que: «Los paralelogramos o
triangulos iguales tienen sus bases inversamente relacionadas con sus alturas y viceversay.

Este seria el lugar idoneo para incluir las proposiciones que Simson afiade al libro VI como
proposiciones B, C y D, que se prueban directamente siguiendo los procedimientos de VI, 16 (cf.
SIMSON, ed. cit., pags. 188-189).

% Simson pone las siguientes objeciones a esta demostracion:

a. Sélo se demuestra en el caso de los cuadrilateros, sin decir de qué forma se puede extender
a las figuras rectilineas de cinco o mas lados.

b. En los triangulos equilateros entre si, se infiere que el lado del uno es al lado
correspondiente del otro como el otro lado del primero a su lado correspondiente del segundo, sin
permutar las proporciones, contra la costumbre de Euclides (cf. SIMSON, ed. cit., pag. 324). Heath
no concede importancia a las objeciones de Simson (cf. HEATH, ed. cit., pag. 231).

01 jteralmente: «que tiene el angulo correspondiente a B igual al correspondiente a E y como
AB es aBI', asi AE a EZ.
Sobre el sentido de «duplicada» cf. nota 9.

3L En el porisma Euclides habla de la «figuray eidos construida sobre la primera recta y de la
construida de manera semejante sobre la segunda. Si con la palabra «figura» se refiere a un triangulo,
que es lo que aparece en la proposicion, no habria ninguna dificultad, pero si se refiere a cualquier
figura rectilinea, el porisma no se establece realmente hasta la siguiente proposicion (VI, 20) y aqui
estaria fuera de lugar. La correccion de eidos por trigonon «triangulo» se debe a Teon. En Campano y
el ms. P aparece eidos. Heiberg concluye que debe leerse eidos y que Teon, viendo la dificultad que
ello representaba llevd a cabo la correccion arriba mencionada y afiadid el porisma 2 a VI, 20, para
aclarar el asunto. Para mas detalles cf. HEATH, ed. cit., pags. 234-235.

Entre el porisma y la clausula, Heiberg atetiza unas lineas: «puesto que se ha demostrado que,
como I'B es a BH, asi el triangulo ABI" al triangulo ABI, es decir al tridangulo AEZ». Euclides no
suele utilizar este tipo de aclaraciones en los porismas.

21a expresion utilizada por Euclides es homologa tais holois. Euclides utiliza homologos
para referirse a los términos correspondientes de una proporcion (V, Def. 11). A partir de Arquimedes
designa cualquier elemento geométrico que ocupe el mismo lugar en dos figuras entre las que se
establece una comparacion. En esta proposicion se vislumbra la transicion entre el sentido estricto y
el mas amplio de la palabra. De hecho Euclides se siente obligado a explicar a qué se refiere: «es
decir que los triangulos...». He traducido por «homoélogos» para distinguirlo de otros casos en los que
se refiere a rectas o magnitudes.

33 Heiberg considera el segundo porisma una interpolacion debida a Teon.

34 Heiberg considera estas palabras interpoladas por Teén, pues no aparecen en el ms. P.

33 En esta proposicion se asume sin prueba que, puesto que las figuras N®, P son semejantes
y construidas de manera semejante, sus lados correspondientes son iguales. El lema que sigue a la
definicion trata de suplir esta deficiencia, pero presentarlo tras la proposicion va en contra del
proceder habitual de Euclides. Por ello Heiberg concluye que se trata de una interpolacion, si bien, en
este caso, anterior a Teon.



36 1 a5 palabras del texto son Idgon ton synkeimenon ek tén pleurén, lit., «razoén compuesta de
los ladosy, expresion abreviada por logon ton synkeimenon ek ton (logon) ton pleurdn.

21 Sobre la razén compuesta cf. nota 40 y SIMSON, ed. cit., pags. 324-329.
38 Se atribuye a Pitigoras una resolucion inicial de este importante problema.

2 Se trata de la proposicion conversa de la 24 y no es facil explicar su situacion aqui, detras
de la 25.

80 Sobre aplicacion de areas, cf. EUCLIDES, Elementos I-1V, nota 59. En la proposicion 44
del libro I se planteaba el problema de aplicar a una recta dada un paralelogramo igual a una figura
rectilinea dada. En VI, 27-29, se trata de paralelogramos aplicados a una misma recta pero que son
«deficientes» o que «exceden» de la manera indicada.

Las proposiciones 27-29 se han considerado como una especie de equivalente geométrico de
la forma algebraica mas generalizada de ecuaciones cuadraticas cuando tienen una raiz real y
positiva. El método expuesto fue muy popular entre los gedmetras griegos y se usé muy
frecuentemente para la resolucién de diferentes problemas. Constituye el fundamento del libro X de
los Elementos y del procedimiento seguido por Apolonio en el estudio de las secciones conicas.
Simson destaca la enorme utilidad de estas proposiciones, tachando de ignorantes a quienes como
Tacquet y Dechales las eliminan de los Elementos por considerarlas de escasa utilidad.

1 La segunda parte del enunciado es un caso claro de diorismés. Por otra parte, en esta
proposicion y en la siguiente se asume tacitamente que, si de dos paralelogramos semejantes uno es
mayor que otro, cada lado del mayor es mayor que el lado correspondiente del menor.

92 Qe trata de una aplicacion directa de VI 29, en el caso particular de que el exceso del
paralelogramo que se aplica sea un cuadrado. Cf. IT 11.

83 La expresion griega es syntithénai kata mian gonian.

%, EUCLIDES, Elementos 111 (nam. 155 de la B.C.G.), Definiciones, pag. 292, nota 84.

8 1 a asuncion tacita de que el angulo que esta en un arco mayor es mayor, y el que esta en un
arco menor es menor, se deduciria facilmente de 111, 27.
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LIBRO SEPTIMO

DEFINICIONES

Una unidad es aquello en virtud de lo cual cada una de las cosas que

hay es llamada una®.

Un nimero es una pluralidad compuesta de unidades®Z.

Un ntimero es parte de un nimero, el menor del mayor, cuando mide
al mayor.

Pero partes cuando no lo mide®.

Y el mayor es multiplo del menor cuando es medido por el menor®.

Un ntimero par es el que se divide en dos partes iguales.

Un nimero impar es el que no se divide en dos partes iguales, o
difiere de un nimero par en una unidad’’.

Un niimero parmente parZ! es el medido por un numero par segin un
numero par.

Y parmente impar es el medido por un nimero par segiin un nimero
impar.

Imparmente par es el medido por un nimero impar segun un nimero

par]Z2.

Un niimero imparmente impar es el medido por un nimero impar
seglin un nimero imparZ2.

Un numero primo es el medido por la sola unidad’?.

Numeros primos entre si son los medidos por la sola unidad como
medida comun.

Numero compuesto es el medido por algin nimero.



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Numeros compuestos entre si son los medidos por algin nimero

como medida comunZ,

Se dice que un nimero multiplica a un nimero cuando el multiplicado

se afiade (a si mismo) tantas veces como unidades hay en el otro y

resulta un nameroZ8.

Cuando dos nimeros, al multiplicarse entre si, hacen algiin (nimero),
el resultado se llama (nimero) plano y sus lados son los nimeros
que se han multiplicado entre siZZ.

Cuando tres numeros, al multiplicarse entre si, hacen algin ntimero,
el resultado es un (nimero) so6lido y sus lados son los nimeros que
se han multiplicado entre si.

Un numero cuadrado es el multiplicado por si mismo o el
comprendido por dos nimeros iguales.

Y un (nimero) cubo el multiplicado dos veces por si mismo o el

comprendido por tres nimeros iguales’®.

Unos nimeros son proporcionales cuando el primero es el mismo
multiplo o la misma parte o las mismas partes del segundo que el
tercero del cuarto’.

Numeros planos y solidos semejantes son los que tienen los lados
proporcionales.

Numero perfecto®? es el que es igual a sus propias partes®L.

PROPOSICION 1

Dados dos numeros desiguales y restandose sucesivamente el menor

del mayor, si el que queda no mide nunca al anterior hasta que quede una
unidad, los numeros iniciales seran primos entre si.

Pues sean AB, TA dos numeros [desiguales] tales que, restandose

sucesivamente el menor del mayor, el que quede no mida nunca al anterior
hasta que quede una unidad.

Digo que AB, I'A a son primos entre si, es decir que la sola unidad mide

a AB, TA.



A
TO
ZT "'F
TH
E
B'|‘ A

Pues si AB, TA no son primos entre si, algin nimero los medira.
Midalos (un ntimero) y sea E; y IA, al medir a Bz, deje ZA menor que ¢l
mismo, y Az, al medir a AH, deje HI menor que ¢l mismo, y HI, al medir a
70, deje una unidad @A.

Asi pues, como E mide a TA, Y 1A mide también a Bz, entonces E mide
también a Bz; pero mide también al total BA; por tanto medird también al
resto Az. Ahora bien, Az mide a AH; entonces E mide también a AH; pero
mide asi mismo al total AT; por tanto medira también al resto TH. Pero rH
mide a z@; y mide asi mismo al total zA; luego medira también a la unidad
restante A®, aun siendo un nimero; lo cual es imposible. Por tanto, ningiin
numero medira a los niimeros AB, TA.

Por consiguiente, AB, TA son primos entre si [VII, Def. 13]. Q. E. D.

PROPOSICION 2
Dados dos numeros no primos entre si, hallar su medida comiin
maxima.

Sean AB, I'A los dos nimeros dados no primos entre si.
Asi pues, hay que hallar la medida comin maxima de AB, TA.
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Si en efecto A mide a AB, y se mide también a si mismo, entonces I'A
es medida comun de TA, AB. Y esta claro que también es la maxima, pues
ninguna mayor que ra medird a ra.

Pero si ra no mide a AB, entonces, restandose sucesivamente el menor
de los (nimeros) AB, TA del mayor, quedard un nimero que medira al
anterior. Pues no quedard una unidad: porque en otro caso AB, I'A seran
primos entre si [VII, 1], que es precisamente lo que se ha supuesto que no.
Asi pues, quedara un numero que medira al anterior. Ahora bien, 1A, al
medir a BE, deje EA menor que ¢l mismo, y EA, al medir a Az, deje zI menor
que ¢l mismo, y mida 1z a AE. Asi pues, como 'z mide a AE, y AE mide a Az,
entonces Iz medird también a Az; pero se mide también a si mismo;
entonces medird también al total rA. Pero ra mide a BE; luego rz mide a BE;
y mide también a EA; por tanto medird también al total BA; pero mide
también a I'A; entonces I'z mide a AB, I'A. Por tanto, Iz es medida comun de
AB, TA.

Digo ahora que también es la maxima. Pues, si Iz no es la medida
comin maxima de AB, TA, un numero que sea mayor que rz medird a los
numeros AB, TA. Midalos (un nimero) y sea H. Y como H mide a TA y IA
mide a BE, entonces H mide también a BE; pero también mide al total BA;
entonces medird también al resto AE. Pero AE mide a Az; por tanto, H medira
a Az y mide también al total Ar; luego medira también al resto rz, esto es: el
mayor al menor, lo cual es imposible; asi pues, no medira a los nimeros AB,
I'A un nimero que sea mayor que I'z.

Por consiguiente, 1z es la medida comin méxima de AB, TA.

Porisma:

A partir de esto queda claro que, si un nimero mide a dos nimeros,

medira también a su medida comin maxima. Q. E. D.82,



PROPOSICION 3
Dados tres numeros no primos entre si, hallar su medida comun
maxima.

Sean A, B, I los tres nimeros dados no primos entre si.
Asi pues, hay que hallar la medida comin maxima de A, B, T.

L]l [ )

Tomese pues la medida comlin maxima, A, de los dos (niimeros) A, B
[VII, 2]; entonces A o mide o no mide a I. En primer lugar midalo; pero
mide también a A, B; entonces a mide a A, B, I. Luego A es una medida
comun de A, B, T.

Digo ahora que también es la maxima. Pues si A no es la medida
comin maxima de A, B, I, un nimero que sea mayor que A medird a los
numeros A, B, I'. Midalos y sea E. Asi pues, como E mide a A, B, I', entonces
medird también a A, B, luego medira también a la medida comin maxima de
A, B [VII, 2, Por.]. Pero la medida comin maxima de AB es A; entonces E
mide a A, el mayor al menor; lo cual es imposible. Por tanto no medira a los
nimeros A, B, T un nimero que sea mayor que A; entonces A es la medida
comun maxima de A, B, I

AhoranomidaaAar.

Digo, en primer lugar, que I', A no son primos entre si. Pues, como A,
B, I' no son primos entre si, algin nimero los medira. Entonces el que mida
a A, B, T, medird también a A, B; y medird también a A la medida comUn
maxima de A, B [VII, 2, Por.]; pero mide también a r; entonces un nimero
medira a A, T; luego A, T no son primos entre si. Tomese, pues, su medida
comun maxima, E [VII, 2]. Y como E mide a A, mientras que A mide a A, B,
entonces E también mide a A, B; pero mide también a I'; luego E mide a A, B,
I'; por tanto, E es una medida comun de A, B, T.



Digo ahora que también es la maxima. Pues, si E no es la medida
comin maxima de A, B, I, un nimero que sea mayor que E medird a los
numeros A, B, I. Midalos y sea z. Ahora bien, como z mide a A, B, T,
también mide a A, B; entonces también medira a la medida comin maxima
de A, B [VII, 2, Por.]. Pero A es la medida comiin maxima de A, B; entonces
z mide a A; y mide también a r; luego z mide a A, I; por tanto medira
también a la medida comin maxima de A, r [VII, 2, Por.]. Pero E es la
medida comin maxima de A, A; entonces Z mide a E, el mayor al menor, lo
cual es imposible; por tanto, no medird a los nimeros A, B, I un nimero que
sea mayor que E.

Por consiguiente, E es la medida comin maxima de A, B, . Q. E. p.83,

PROPOSICION 4

Todo numero es parte o partes de todo numero, el menor del mayor.

Sean dos niimeros A, BT, y sea el menor BI.

Digo que Br es parte o partes de A.

Pues A, BT 0 son primos entre si 0 no lo son.

En primer lugar sean primos entre si. Entonces, si se divide BI" en las
unidades que hay en ¢l, cada unidad de las que hay en Br serd alguna parte
de A; de modo que BrI es partes de A.

Ahora no sean A, BI' primos entre si; entonces BI' 0 mide a A 0 no (lo
mide). Si en efecto B mide a A, Br es parte de A. Pero, si no, tomese la



medida comun méaxima, A, de A, Br [VII, 2] y dividase BT en los (nimeros)
BE, EZ, 7T iguales a A. Ahora bien, como A mide a A, A es parte de A; pero A
es igual a cada uno de los (nimeros) BE, Ez, zr; luego cada uno de los
(nimeros) BE, EZ, ZI' es también parte de A. De modo que BrI" es parte de A.
Por consiguiente, todo niumero es parte o partes de todo numero, el

menor del mayor. Q. E. p.34,

PROPOSICION 5
Si un numero es parte de un numero, y otro es la misma parte de otro,
la suma serd también la misma parte de la suma que el uno del otro.

Pues sea el nimero A parte del nimero BT, y otro (nimero) A la misma
parte de otro (nimero) EZ que A de BT.
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Digo que la suma de A, A es la misma parte de la suma de BI, EZ que A
de BT.

Pues como la parte que es A de BI, la misma parte es A de Ez, entonces,
cuantos numeros hay en BI iguales a A, tantos nimeros hay en Ez iguales a
A. Dividase BI' en BH, HI iguales a A, y EZ en E®, 0z iguales a A. Entonces la
cantidad de los (nimeros) BH, HI sera igual a la cantidad de los (nimeros)
EO, ®Z. Y como BH es igual a A y E® es igual a A, entonces BH, E® son
iguales a A, A. Por lo mismo, HI, ©Z son también iguales a A, A. Por tanto,
cuantos numeros hay en BrI iguales a A, tantos hay en BI, EZ iguales a A, A.
Luego, cuantas veces BI' es multiplo de A, tantas veces lo es también la
suma de BT, EzZ de la suma de A, A.



Por consiguiente, la parte que A es de BT, la misma parte es también la
suma de A, A de la suma de BT, EZ. Q. E. D.82.

PROPOSICION 6

Si un numero es partes de un numero y otro (numero) es las mismas
partes de otro (numero), la suma sera también las mismas partes de la
suma que el uno del otro.

Pues sea el nimero AB partes del niumero I, y otro (nimero) AE las
mismas partes de otro (nimero), z, que AB de T.

Digo que la suma de AB, AE es también las mismas partes de la sumar,
Z que AB deT.
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Pues como las partes que AB es de T, las mismas partes es también AE
de z, entonces, cuantas partes de I hay en AB, tantas partes de z hay también
en AE. Dividase AB en las partes AH, HB de I, y AE en las partes A®, ©E de z;
entonces la cantidad de los (nimeros) AH, HB serd igual a la cantidad de los
(nimeros) A®, ®E. Y como la parte que AH es de I, la misma parte es
también Ae de z, entonces la parte que es AH de I, la misma parte es
también la suma de AH, A6 de la suma de 1, z [VII 5]. Por lo mismo, la parte
que es HB de I, la misma parte es también la suma de HB, ©E de la suma de T,
Z.

Por consiguiente, las partes que es AB de I, las mismas partes es

también la suma de AB, AE de la suma de T, z. Q. E. D.8¢,



PROPOSICION 7

Si un numero es la misma parte de un numero que un (numero)
restado de (un numero) restado, el resto serd la misma parte del resto que
el total del total.

Pues sea el nimero AB la misma parte del nimero rA que el nimero
(restado) AE del (nimero) restado 1z.

=

Digo que el resto, EB, es también la misma parte del resto, za, que el
total AB del total 1.

Pues la parte que AE es de 1z, la misma parte sea también EB de T'H. Y
como la parte que AE es de 1z, la misma parte es también EB de T'H, entonces
la parte que AE es de 1z, la misma parte es también AB de Hz [VII, 5]. Pero
la parte que AE es de 1z, la misma parte se ha supuesto que es AB de Ia;
entonces la parte que es AB de Hz, es también la misma parte de A, luego HZ
es igual a rA. Quitese de ambos 1z; entonces el resto HZ es igual al resto zA.
Y como la parte que AE es de 1z, la misma parte es también EB de HI, y HI
es igual a zA, entonces la parte que AE es de 1z, la misma parte es EB de zZA.
Ahora bien, la parte que AE es de 1z, la misma parte es también AB de TA.

Por consiguiente, el resto EB es la misma parte del resto za que el total,

AB, del total, TA. Q. E. D.8Z,

PROPOSICION 8

Si un numero es las mismas partes de un numero que un (numero)
restado de un (numero) restado, el resto sera las mismas partes del resto
que el total del total.



Pues sea el nimero ab las mismas partes del namero 1A que el
(nimero) restado AE del (niimero) restado rz.

Digo que el resto EB es las mismas partes del resto za que el total AB
del total TA.

Hégase Ho igual a AB. Entonces las partes que HO es de TA, las mismas
partes es también AE de rz. Dividase H® en las partes HK, K® de I'A y AE en
las partes AA, AE de 1z; entonces la cantidad de los nimeros HK, K© sera
igual a la cantidad de los (nimeros) AA, AE. Y como la parte que HK es de 1A,
la misma parte es también AA de Iz, y TA es mayor que I'Z, entonces HK €s
también mayor que AA. Hagase HM igual a AA. Entonces la parte que HK es
de 1A, la misma parte es también HM de 1Z; por tanto, el resto MK es la
misma parte del resto zA que el total HK del total ra [VII, 7].

Como la parte que Ko es de 1A, la misma parte es, a su vez, EA de 1z, y
TA es mayor que I'z, entonces OK es mayor que EA. Hagase KN igual a EA.
Entonces la parte que Ko es de 1A, la misma parte es KN de rz. Por tanto, el
resto N@ es la misma parte del resto za que el total ke del total ta [VII 7].
Pero se ha demostrado que el resto MK es la misma parte del resto zA que el
total HK del total 1A; asi pues, la suma de MK, N@ es también las mismas
partes de Az que el total @H del total rA. Pero la suma de MK, No es igual a
EB, Y OH a BA.

Por consiguiente, el resto EB es las mismas partes del resto za que el
total AB del total IA. Q. E. D.

PROPOSICION 9

Si un numero es parte de un numero y otro (numero) es la misma parte
de otro, también, por alternancia, la parte o partes que el primero es del
tercero, la misma parte o partes sera el segundo del cuarto.



Pues sea el nimero A parte del nimero BT, y otro (nimero) A la misma
parte de otro EZ que A de BT.
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Digo que también, por alternancia, la parte o partes que A es de A, la
misma parte o partes es también Bl de EZ.

Pues como A es parte de BI' y A es la misma parte de Ez, entonces,
cuantos nimeros iguales a A hay en BT, tantos hay también en Ez iguales a A.
Dividase BI' en los (nimeros) BH, HI iguales a A, y EZ en los (numeros) EO,
@z iguales a A; entonces, la cantidad de los (nimeros) BH, HI" sera igual a la
cantidad de los (nimeros) E®, 6Z.

Ahora bien, puesto que los nimeros BH, HI' son iguales entre si, y los
numeros E©, ©6Z son también iguales entre si, mientras que la cantidad de los
(nimeros) BH, HI es igual a la cantidad de los (nimeros) E©, ©zZ entonces la
parte o partes que BH es de E®, la misma parte o las mismas partes es
también HI" de E®; de modo que también la parte o partes que BH es de EQ, la
misma parte o las mismas partes es la suma de ambos, Br, de la suma de
ambos, Ez. Pero BH es igual a A y E® a A.

Por consiguiente, la parte o partes que A es de A, la misma parte o las
mismas partes es BI' de EZ. Q. E. D.88,

PROPOSICION 10

Si un numero es partes de un numero y otro (numero) es las mismas
partes de otro, también, por alternancia, las partes o parte que el primero



es del tercero, las mismas partes o la misma parte sera también el segundo
del cuarto.

Pues sea el nimero AB partes del niumero I, y otro (nimero) AE las
mismas partes de otro z.

Digo que también, por alternancia, las partes o parte que AB es de AE,
las mismas partes o la misma parte es también T de z.
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Pues como las partes que AB es de T, las mismas partes es AE de z,
entonces, cuantas partes de I hay en AB, tantas partes (habrd) también en AE
de z. Dividase AB en las partes de T, a saber: AH, HB, y AE en las partes de z,
a saber: A@, ®E; entonces la cantidad de los (nimeros) AH, HB sera igual a la
cantidad de los (nimeros) A©, ©E. Ahora bien, puesto que la parte que AH es
de r, la misma parte es también Ao de z, también, por alternancia, la parte o
partes que AH es de A@, la misma parte o las mismas partes es también ' de
z [VII, 9]. Por lo mismo entonces, la parte o partes que HB es de ©E, la
misma parte o las mismas partes es también I de z; de modo que asimismo
[la parte o partes que AH es de A®, la misma parte o las mismas partes es
también HB de ©E; por tanto la parte o partes que AH es de A®, la misma
parte o las mismas partes es también AB de AE; pero se ha demostrado que la
parte o partes que AH es de A®, la misma parte o las mismas partes es I de Z,
y entonces] las partes o parte que es AB de AE, las mismas partes o parte es

también r de z [VII, 5, 6], Q. E. D.82.



PROPOSICION 11

Si como un todo es a un todo, asi es un numero restado a un (numero)
restado, también el resto sera al resto como el todo al todo.

Como el todo AB es al todo 1A, sea asi el (nimero) restado AE al
(nimero) restado rz.

Digo que también el resto EB es al resto zA como el todo AB es al todo
TA.

Puesto que, como AB es a I'A, asi AE a I'z, entonces la parte o partes que
AB es de 1A, la misma parte o las mismas partes es AE de 1z [VII, Def. 21].
Luego el resto EB es la misma parte o partes de za que AB de 1A [V, 7, §8].
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Por consiguiente, como EB es a zA, asi AB a I [VII, Def. 21]. @.E.D.2%

PROPOSICION 12

Si unos numeros, tantos como se quiera, fueren proporcionales, como
uno de los antecedentes es a uno de los consecuentes, asi todos los
antecedentes seran a todos los consecuentes.

Sean A, B, I, A tantos nimeros como se quiera en proporcion, (es decir
que) como A es aB,asiT esaA.
Digo que como A es a B, asi A, ' a B, A.



Pues, dado que, como A es a B, asiI" a A, entonces, la parte o partes que
A es de B, la misma parte o partes es también " de A [VII, Def. 21]. Luego la
suma de ambos A, T es la misma parte o las mismas partes de la suma de
ambos B, A que A de B [VII, 5, 6].

Por consiguiente, como A es a B, asi A, I' a B, A [VII, Def. 21], Q. E. 0.2L,

PROPOSICION 13

Si cuatro numeros son proporcionales, también por alternancia serdn
proporcionales.

Sean A, B, T, A cuatro numeros proporcionales (es decir, que) como A
esaB,asiraaA.

Digo que también por alternancia, seran proporcionales (es decir, que)
como Aesarl,asiBaaA.
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Puesto que, como A es a B, asiI' a A, entonces la parte o partes que A es
de B, la misma parte o las mismas partes es también I de A [VII, Def. 21].
Luego, por alternancia, la parte o partes que A es de I, la misma parte o las
mismas partes es también B de A [VII, 10].
92

Por consiguiente, como A es aT, asi B a A [VII, Def. 21]. Q. E.D.==,

PROPOSICION 14

Si hay unos numeros, tantos como se quiera, y otros iguales a ellos en
cantidad que, tomados de dos en dos, guardan la misma razon, también,
por igualdad, guardardn la misma razon.

Sean A, B, ' tantos nimeros como se quiera y A, E, Z otros iguales a
ellos en cantidad que, tomados de dos en dos, guardan la misma razon, (es
decir que) como AesaB,asiAaE, ycomoBesar,asiEaZ.

Digo que también, por igualdad, como Aesar, asiAaz.



Puesto que, como A es a B, asi A a E, entonces, por alternancia, como A
es a A, asi B a E [VII, 13]. Asi mismo, dado que como Besar, asi E a z,
entonces, por alternancia, como B es aE, asiT a z [VII, 13]. Pero, como B es
a E, asi A a A; por tanto, como A es a A, asi también raz; luego, por

alternancia, como A es aT, asi A a z [VII, 13]. Q.E.D.Z.

PROPOSICION 15

Si una unidad mide a un numero cualquiera, y un segundo numero
mide el mismo numero de veces a otro numero cualquiera, por alternancia,
la unidad medira tambiéen al tercer numero el mismo numero de veces que
el segundo al cuarto.

Pues mida la unidad A a un nimero cualquiera Br, y mida un segundo
nimero, A, a otro nimero cualquiera Ez el mismo niimero de veces.

Digo que, por alternancia, la unidad A mide también al nimero A el
mismo numero de veces que BI' a EZ.
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Pues como la unidad A mide al niimero BI el mismo nimero de veces
que A a Ez, entonces, cuantas unidades hay en Br, tantos nimeros hay en Ez
iguales a A. Dividase Br en sus unidades BH, HO, O, y EZ en los (nimeros)
EK, KA, AZ iguales a A. Entonces la cantidad de las (unidades) BH, HO, 6T
serd 1gual a la cantidad de los (nimeros) EK, KA, AZ.

Ahora bien, puesto que las unidades BH, HO, Or son iguales entre si, y
los nimeros EK, KA, AZ son también iguales entre si, mientras que la
cantidad de las unidades BH, HO, or, es igual a la cantidad de los nimeros
EK, KA, AZ, entonces, como la unidad BH es al numero EK, asi la unidad H®
serd al nimero KA y la unidad er al nimero Az. Asi pues, como uno de los
antecedentes es a uno de los consecuentes, asi seran todos los antecedentes



a todos los consecuentes [VII, 12]; por tanto, como la unidad BH es al
nimero EK, asi BI' es a EZ. Pero la unidad BH es igual a la unidad A, y el
numero EK es igual al nimero A. Luego, como la unidad A es al nimero A,
asi BA es a EZ.

Por consiguiente, la unidad A mide al nimero A el mismo numero de

veces que Bl a EZ. Q. E. D.24.

PROPOSICION 16

Si dos numeros, al multiplicarse entre si, hacen ciertos (numeros), los
(niimeros) resultantes serdan iguales entre si%>.

Sean A, B los dos nimeros, y A, al multiplicar a B, haga el (nimero) r,
y B, al multiplicar a A, haga el (numero) A.

Digo que T es igual a A.

Dado que A, al multiplicar a B ha hecho el (nimero) I, entonces B
mide a T segun las unidades de A. Pero la unidad E mide también al namero
A segun sus unidades; entonces la unidad E mide al nimero A el mismo
numero de veces que B a I'. Entonces, por alternancia, la unidad E mide al
numero B el mismo nimero de veces que A a T [VII, 15]. Puesto que B, al
multiplicar a A, ha hecho a su vez el (nimero) A, entonces A mide a A segin
las unidades de B. Pero la unidad E mide también a B segun sus unidades;
entonces la unidad E mide al nimero B el mismo nimero de veces que A a A.
Pero la unidad E media al nimero B el mismo numero de veces que A a T;
por tanto, A mide el mismo nimero de veces a cada uno de los (nimeros) T,
A.

A




Por consiguiente, T es igual a A. Q. E. D.

PROPOSICION 17

Si un numero, al multiplicar a dos numeros, hace ciertos (numeros),
los (numeros) resultantes guardaran la misma razon que los multiplicados.

Pues haga el nimero A, al multiplicar a los niameros B, T, los
(nimeros) A, E.

Digo que como B es ar, asi A aE.

Pues dado que A, al multiplicar a B, ha hecho el (nimero) A, entonces B
mide a A segln las unidades de A. Pero la unidad z también mide al namero
A segun sus unidades; entonces la unidad z mide a A el mismo nimero de
veces que B a A. Por tanto, como la unidad z es al nimero A, asi B es a A
[VII, Def. 21]. Por lo mismo, como la unidad z es al niimero A, asi también
I a E; luego, como Bes a A, asiT' es aE.

Por consiguiente, por alternancia, como B es ar, asi A a E [VII, 13]. Q.
E.D.

PROPOSICION 18
Si dos numeros, al multiplicar a un numero cualquiera, hacen ciertos
(numeros), los resultantes guardaradn la misma razon que los multiplicados.

Pues hagan los dos numeros A, B, al multiplicar a un ntmero
cualquiera, T, los (nimeros) A, E.



Digo que, como A es a B, asi A aE.

Pues, dado que A, al multiplicar a r, ha hecho el (niimero) A, entonces
I, al multiplicar a A, también ha hecho el nimero A [VII, 16]. Por lo mismo,
también T, al multiplicar a B, ha hecho el nimero E. Entonces el nimero T,
al multiplicar a los dos nimeros A, B, ha hecho los (nimeros) A, E.

Por consiguiente, como A es aB, asi AaE[VII, 17]. Q.E.D.

PROPOSICION 19

Si cuatro niimeros son proporcionales, el producto’® del primero y el
cuarto sera igual al del segundo y el tercero; y si el producto del primero y
el cuarto es igual al producto del segundo y el tercero, los cuatro numeros
seran proporcionales.

Sean A, B, I', A cuatro nimeros proporcionales (tales que) como A es a
B, asi I a A; y A, al multiplicar a A, haga el (nimero) E, y B, al multiplicar a
I, haga el (numero) z.

Digo que E es igual a .



Pues A, al multiplicar ar, haga el (nimero) H.

Asi pues, dado que A, al multiplicar a T, ha hecho el (nimero) H, v, al
multiplicar a A, ha hecho el (nimero) E, entonces, el numero A, al
multiplicar a los dos nimeros 1, A, ha hecho los (nimeros) H, E. Luego,
como I es a A, asi Hes a E [VII, 17]. Pero como I es a A, asi A es a B;
entonces, como A es a B, asi también H es a E. Puesto que A, al multiplicar a
I, ha hecho a su vez el (nimero) H, mientras que B, al multiplicar a T, ha
hecho el (nimero) z; entonces, los dos nimeros A, B, al multiplicar a cierto
numero, T, han hecho los (niimeros) H, Z.

Por tanto, como A es a B, asi H a z [VII, 18]. Pero, como A es a B, asi H
a E; entonces, como H es a E, asi también H a z. Por tanto, H guarda la misma
razon con cada uno de los (nimeros) E, z. Luego E es igual a z [V, 9].

Sea E ahora igual a z.

Digo que, como A es aB, asiT aA.

Pues, siguiendo la misma construccidon, dado que E es igual a z,
entonces, como Hes aE,asiHa z [V, 7]. Pero como Hes aE, asi"a A [VII,
17], mientras que, como H es a 7, asi A a B [VII, 18].

Por consiguiente, como A es a B, asi también T a A. Q. E. D.2Z,

PROPOSICION 20



Los numeros menores de aquellos que guardan la misma razon que
ellos miden a los que guardan la misma razon el mismo numero de veces, el
mayor al mayor y el menor al menor.

Pues sean 1A, EZ los numeros menores de aquellos que guardan la
misma razon que A, B.
Digo que 1A mide a A el mismo nimero de veces que EZ a B.
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Porque 1A no es partes de A, pues, si fuera posible, sea asi; entonces Ez
es las mismas partes de B que 1A de A [VII, 13 y Def. 21]. Luego, cuantas
partes hay en A de A, tantas partes hay en Ez de B. Dividase 1A en las partes
I'H, HA de A, y EZ en las partes E®, ©Z de B; entonces la cantidad de los
(nimeros) T'H, HA serd igual a la cantidad de los (nimeros) E©, ©z. Ahora
bien, puesto que los niumeros T'H, HA son iguales entre si y los nimeros Ee,
@z son también iguales entre si, mientras que la cantidad de los (nimeros)
T'H, HA es igual a la cantidad se los (nimeros) E®, ©z, entonces, como I'H €s a
E®, asi HA a ©z. Por tanto, como uno de los antecedentes es a uno de los
consecuentes, asi todos los antecedentes seran a todos los consecuentes
[VII, 12]. Luego, como I'H es a E®, asi I'A a EZ; por tanto, I'H, E@ guardan la
misma razén que TI'A, EZ, siendo menores que ellos; lo cual es imposible:
porque se ha supuesto que r'H, EZ son los menores de los que guardan la
misma razon que ellos. Luego 'H no es partes de A; entonces es parte (de A)
[VIL, 4]. Y EZ es la misma parte de B que 1A de A [VII, 13 y Def. 21].

Por consiguiente, TA mide a A el mismo numero de veces que EZ a B. Q.

E.D.28



PROPOSICION 21

Los numeros primos entre si son los menores de aquellos que guardan
la misma razon que ellos.

Sean A, B nimeros primos entre si.

Digo que A, B son los menores de aquellos que guardan la misma
razon que ellos.

Pues, si no, habrd algunos nimeros menores que A, B que guarden la
misma razon que A, B. SeanT, A.

Asi pues, como los nimeros menores de los que guardan la misma
razon miden a los que guardan la misma razon el mismo numero de veces,
el mayor al mayor y el menor al menor, es decir, el antecedente al
antecedente y el consecuente al consecuente [VII, 20], entonces I mide a A
el mismo nimero de veces que A a B.

Pues cuantas veces I mide a A, tantas unidades habra en E. Por tanto, A
mide a B seglin las unidades de E. Pero, puesto que I mide a A segun las
unidades de E, entonces E mide a A segun las unidades de r [VII, 16].
Luego, por lo mismo, E mide también a B segiin las unidades de A [VII, 16].
Entonces E mide a A, B que son primos entre si. Lo cual es imposible [VII,
Def. 13]. Luego no habra algunos nimeros menores que A, B que guarden la



misma razén con A, B. Por consiguiente, A, B son los menores de aquellos
que guardan la misma razon que ellos. Q. E. D.

PROPOSICION 22

Los numeros menores de aquellos que guardan la misma razon que
ellos son primos entre si.

Sean A, B los nimeros menores de aquellos que guardan la misma
razon que ellos.

Digo que A, B son primos entre si.

Pues, si no son primos entre si, algiin numero los medira. Midalos (un
numero) y sea I'. Y, cuantas veces mide I' a A, tantas unidades haya en A, y,
cuantas veces I mide a B, tantas unidades haya en E.

Puesto que I mide a A segin las unidades de A, entonces T, al
multiplicar a A, ha hecho el (niimero) A [VII, Def. 16]. Por lo mismo,
también I, al multiplicar a E, ha hecho el (nimero) B. Asi pues, el nimero T,
al multiplicar a los dos nimeros A, E ha hecho los (nimeros) A, B; por tanto,
como A es a E, asi A a B [VII, 17]; entonces A, E guardan la misma razén que
A, B, siendo menores que ellos, lo cual es imposible. Luego ningiin niimero
medira a los nimeros A, B.

Por consiguiente, A, B son primos entre si. Q. E. D.22.

PROPOSICION 23



Si dos numeros son primos entre si, el numero que mide a uno de ellos
sera primo respecto al restante.

Sean A, B dos nimeros primos entre si, y mida a A un nimero
cualquiera .
Digo que también r, B son primos entre si.

Pues si I', B no son primos entre si, algin numero medird a I, B.
Midalos y sea A. Puesto que A mide a I, mientras que I mide a A, entonces A
mide también a A. Pero mide también a B; entonces A mide a A, B que son
primos entre si; lo cual es imposible [VII, Def. 12]. Por tanto ningin
namero medira a los niumeros I, B.

Por consiguiente, ', B son primos entre si. Q. E. D.

PROPOSICION 24

Si dos numeros son primos con respecto a otro numero, también su
producto sera primo con respecto al mismo (numero).

Sean los dos nimeros A, B primos con respecto a un namero I, y A, al
multiplicar a B, haga A.

Digo que T, A son primos entre si.

Pues si I, A no son primos entre si, algin nimero medira a T, A.
Midalos y sea E. Ahora bien, puesto que I', A son primos entre si, y cierto
numero E mide a I, entonces A, E son primos entre si [VII, 23]. Entonces,



cuantas veces E mide a A, tantas unidades hay en z; por tanto, z mide
también a A segun las unidades de E [VII, 16]. Luego E, al multiplicar a z,
ha hecho el nimero A [VII, Def. 16]. Pero también A, al multiplicar a B, ha
hecho el (nimero) A; asi pues, el (producto) de E, z es igual al (producto) de
A, B. Pero si el producto de los extremos es igual al producto de los medios,
los cuatro nimeros son proporcionales [VII, 19].

Entonces, como E es a A, asi B es a Z. Pero A, E son primos (entre si) y
los primos son también los menores, y los nimeros menores de los que
guardan la misma razon que ellos miden a los que guardan la misma razon
el mismo numero de veces, el mayor al mayor y el menor al menor, es
decir: el antecedente al antecedente y el consecuente al consecuente [VII,
20]. Por tanto, E mide a B; pero también mide a I'; luego E mide a B, I' que
son primos entre si; lo cual es imposible [VII, Def. 13]. Por tanto ninglin
numero medira a los nimeros I', A.

Por consiguiente, T, A son primos entre si. Q. E. D.

PROPOSICION 25

Si dos numeros son primos entre si, el producto de uno de ellos

(multiplicado por si mismo) serd primo con respecto al restante!?.

Sean A, B dos numeros primos entre si, y A, al multiplicarse a si
mismo, haga .



Digo que B, I son primos entre si.

Hagase, pues, A igual a A. Puesto que A, B son primos entre si,
mientras que A es igual a A, entonces también A, B son primos entre si. Asi
pues cada uno de los (nimeros) A, A es primo con respecto a B; luego el

producto de A, A serd primo con respecto a B [VII, 24], pero el nimero
producido a partir de A, A esT.

Por consiguiente, ', B son primos entre si. Q. E. D.

PROPOSICION 26

Si dos numeros son primos con respecto a dos numeros, uno y otro con
cada uno de ellos, sus productos también seran primos entre si.

Pues sean A, B dos niimeros primos ambos con respecto a cada uno de

los dos nimeros T, A, y A, al multiplicar a B, haga E, y T, al multiplicar a A,
haga z.

Digo que E, Z son primos entre si.
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Pues como cada uno de los (nimeros) A, B son primos con respecto a
I, entonces el producto de A, B también sera primo con respecto a T [VII,
24]. Pero el producto de A, B es E; luego E, T son primos entre si. Por lo
mismo, A, E también son primos entre si. Entonces cada uno de los
(nimeros) I, A es primo con respecto a E. Por tanto, el producto de 1, A sera
también primo con respecto a E [VII, 24]. Pero el producto de los (nimeros)
I, A€sZ.

Por consiguiente los nimeros E, Z son primos entre si. Q. E. D.

PROPOSICION 27

Si dos numeros son primos entre si y al multiplicarse cada uno a si
mismo hace algun otro (numero), sus productos serdan primos entre si, y Si
los numeros iniciales, al multiplicar a los productos, hacen ciertos
numeros, también ellos seran primos entre si [y siempre sucede esto con los
extremos 1L,

Sean A, B dos nimeros primos entre si, y A al multiplicarse a si mismo
haga el (nimero) 1, y al multiplicar a I haga el (nimero) A; por otra parte, B
al multiplicarse a si mismo haga el (nimero) E, y al multiplicar a E haga el
(nimero) Z.

Digo que T, E y A, Z son primos entre si.

Pues como A, B son primos entre si, y A al multiplicarse a si mismo ha
hecho el (nimero) I, entonces T, B son primos entre si [VII, 25]. Dado que,
en efecto, I, B son primos entre si y B, al multiplicarse por si mismo, ha
hecho el (nimero) E, entonces T, E son primos entre si [VII, 25]. A su vez,
como A, B son primos entre si y B al multiplicarse a si mismo ha hecho el
(nimero) E, entonces A, E son primos entre si [VII, 25]. Asi pues, como los
dos numeros A, ' son primos ambos con respecto a cada uno de los dos
numeros B, E, entonces el producto de A, I' es también primo con respecto al
(producto) de B, E [VII, 26]. Pero el (producto) de A, I es A, mientras que el
(producto) de B, E es Z.
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Por consiguiente, A, Z son primos entre si. Q. E. D.

PROPOSICION 28

Si dos numeros son primos entre si, su suma también sera un (numero)
primo con respecto a cada uno de ellos; y si la suma de ambos es un

(numero) primo con respecto a uno cualquiera de ellos, también los
numeros iniciales serdn primos entre si.

Stimense pues los dos nimeros primos entre si AB, BT.

Digo que también la suma de ambos, AT, es un (niimero) primo con
respecto a cada uno de los (nimeros) AB, BI.

Pues si I'A, AB no son primos entre si, algin nimero medird a TA, AB.
Midalos y sea A. Asi pues, como A mide a I'A, AB, entonces medird también
al resto Br. Pero mide también a BA; entonces a mide a AB, BI' que son
primos entre si; lo cual es imposible [VII, Def. 13]. Por tanto ningln
numero medird a I'A, AB; luego I'A, AB son primos entre si. Por lo mismo, AT,



I'B son también primos entre si. Entonces T'A es primo con respecto a cada
uno de los (nimeros) AB, BI.

Sean ahora rA, AB primos entre si.

Digo que AB, BI' son también primos entre si.

Pues si AB, BI' no son primos entre si, algin niumero medira a los
(nimeros) AB, BI'. Midalos y sea A. Ahora bien, como A mide a cada uno de
los (nimeros) AB, BIL, entonces medira también al total rA. Pero mide
también a AB; entonces A mide a los (niimeros) T'A, AB que son primos entre
si; lo cual es imposible [VII, Def. 13]. Luego ningiin nimero medira a los
(nimeros) AB, BT.

Por consiguiente, AB, BI' son primos entre si. Q. E. D.

PROPOSICION 29
Todo numero primo es primo con respecto a todo (numero) al que no
mide.

Sea A un niimero primo y no mida a B.
Digo que B, A son primos entre si.

Pues si B, A no son primos entre si, algin nimero los medira. Midalos
y sea I'. Puesto que I mide a B, pero A no mide a B, entonces I no es el
mismo (nimero) que A. Y puesto que I mide a B, A, entonces mide también
a A que es primo no siendo el mismo (que I'); lo cual es imposible; luego
ningun numero medira a los (nimeros) B, A.

Por consiguiente, A, B son primos entre si. Q. E. D.

PrOPOSICION 30



Si dos numeros, al multiplicarse entre si, hacen algun (numero) y
algun numero primo mide a su producto, también medira a uno de los
iniciales.

Hagan, pues, los dos nimeros A, B, al multiplicarse entre si, el
(nimero) 1, y mida algiin nimero primo, A, al (nimero) T.

Digo que A mide a uno de los (nimeros) A, B.

Pues no mida a A; pero A es primo; entonces A, A son primos entre si
[VII, 29]. Ahora bien, cuantas veces mida A a I', tantas unidades haya en E.
Asi pues, como A mide a T segin las unidades de E, entonces A, al
multiplicar a E, ha hecho el (nimero) r [VII, Def. 16]. Pero, en efecto, A, al
multiplicar a B, ha hecho también el (nimero) ; entonces el (producto) de
A, E es igual al (producto) de A, B. Luego, como A es a A, asi Ba E [VII, 19].
Pero A, A son primos y los primos son también los menores [VII, 21], y los
menores miden el mismo nimero de veces a los que guardan la misma
razon, el mayor al mayor y el menor al menor, es decir el antecedente al
antecedente y el consecuente al consecuente [VII, 20]; asi pues, A mide a B.
De manera semejante demostrariamos que, si no mide a B, medira a A.

Por consiguiente, A mide a uno de los (nimeros) A, B. Q. E. D.

PROPOSICION 31

Todo numero compuesto es medido por algun numero primo.

Sea A un numero compuesto.
Digo que A es medido por algiin nimero primo.



Pues como A es compuesto, algin nimero lo medira. Midalo y sea B.
Ahora bien, si B es primo se habria dado lo propuesto. Pero si es compuesto,
algiin nimero lo medira. Midalo y sea r. Pues bien, como I mide a B y B
mide a A, entonces I' mide también a A. Y si I' es primo, se habria dado lo
propuesto. Pero si es compuesto, algin nimero lo medira. Siguiendo asi la
investigacion se hallara un nimero primo, que lo mediral%2. Pues, si no se
halla, una serie infinita de nimeros mediran al numero A, cada uno de los
cuales es menor que otro; lo cual es imposible en el (caso de) los nimeros.
Luego se hallard un niumero primo que medira al anterior a ¢l mismo, que
también medira a A.

Por consiguiente, todo nimero compuesto es medido por algun
nimero primo. Q. E. D.

PROPOSICION 32

Todo numero o es primo o es medido por algun (numero) primo.

Sea A un numero.

Digo que A o es primo o es medido por algin (nimero) primo.



Pues si A es primo se habria dado lo propuesto, pero si es compuesto,
algiin namero primo lo medira [VII, 31].

Por consiguiente, todo nimero o es primo o es medido por algin
(nimero) primo. Q. E. D.

PROPOSICION 33

Dados tantos numeros como se quiera, hallar los menores de aquellos
que guardan la misma razon que ellos.

Sean A, B, I tantos nimeros dados como se quiera.

Asi pues hay que hallar los menores de los que guardan la misma
razdn que A, B, T.

Pues A, B, I' 0 son primos entre si 0 no. Si, en efecto, son primos entre
si, son los menores de los que guardan la misma razon que ellos [VII, 21].

Pero si no, tomese la medida comin méaxima, A, de A, B, T'; y, cuantas
veces mida A a cada uno de los (nimeros) A, B, T', tantas unidades haya en
cada uno de los (nimeros) E, z, H. Entonces, los nimeros A, B, I miden
respectivamente a los (nimeros) E, z, H, segin las unidades de A [VII, 16].
Luego E, z, H miden el mismo numero de veces a A, B, I'; por tanto, E, Z, H
guardan la misma razon que A, B, I' [VII, Def. 21].

Digo ademas que también son los menores.
Pues si E, z, H no son los menores de los que guardan la misma razon
que A, B, T, habra unos nimeros menores que E, Z, H que guarden la misma



razon con A, B, I. Sean 0, K, A; entonces z mide a A el mismo nimero de
veces que K, A miden respectivamente a B, I. Ahora bien, cuantas veces ©
mide a A, tantas unidades haya en M; entonces K, A miden respectivamente a
B, I segun las unidades de M. Y puesto que © mide a A segin las unidades
de M, entonces M mide también a A segun las unidades de @ [VII, 16]. Por lo
mismo, M mide a B, I segun las unidades de K, A respectivamente; luego M
mide a A, B, T. Y como © mide a A segun las unidades de M, entonces 0, al
multiplicar a M, ha hecho el (nimero) A [VII, Def. 16]. Por lo mismo, E al
multiplicar a A ha hecho también el (nimero) A. Entonces el (producto) de
E, A es igual al (producto) de ®, M. Luego, como E es a @, asi M es a A [VII,
19]. Ahora bien, E es mayor que ©; entonces M es también mayor que A, y
mide a los (niumeros) A, B, T'; lo cual es imposible: porque se ha supuesto
que A es la medida comun maxima de A, B, I'. Por tanto, no habra ningin
nimero menor que E, Z, H que guarde la misma razén que A, B, T.

Por consiguiente, E, z, H son los (nimeros) menores de los que
guardan la misma razén con A, B, I'. Q. E. D.

PROPOSICION 34

Dados dos numeros, hallar el menor numero al que miden.

Sean A, B los dos numeros dados.

Asi pues hay que hallar el menor nimero al que miden.

Pues bien, A, B 0 son primos entre si o no. En primer lugar sean A, B
primos entre si, y A al multiplicar a B haga el (niimero) r; entonces B al
multiplicar a A ha hecho también el (nimero) r [VII, 16]. Entonces A, B
miden aT.

Digo ademas que también es el menor (niimero al que miden).

Pues, si no, A, B mediran a algian nimero que sea menor que I'. Midan
a A. Y cuantas veces A mide a A, tantas unidades haya en E, y, cuantas veces
B mide a A, tantas unidades haya en z; entonces A, al multiplicar a E, ha
hecho el (nimero) A, y B, al multiplicar a z, ha hecho el (nimero) A [VII,
Def. 16]; entonces el (producto) de A, E es igual al (producto) de B, z. Por
tanto, como A es a B, asi z a E [VII, 19]; pero A, B son primos, y los primos
son también los menores [VII, 21] y los menores miden a los que guardan la



misma razén el mismo numero de veces, el mayor al mayor y el menor al
menor [VII, 20]; asi pues, B mide a E, como el consecuente al consecuente.
Y como A, al multiplicar a B, E, ha hecho los (nimeros) I, A, entonces, como
Besak,asilaa [VII 17]. Pero B mide a E; luego I mide también a A, el
mayor al menor; lo cual es imposible. Por tanto, A, B no miden a algin
numero que sea menor que I'. Luego I es el menor que es medido por A, B.
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Ahora, no sean A, B primos entre si, y tomense los nimeros menores z,
E de los que guardan la misma razéon con A, B [VII, 33]; entonces, el
(producto) de A, E es igual al (producto) de B, z [VII, 19]. Y haga A, al
multiplicar a E, el (nimero) T; entonces B, al multiplicar a z, ha hecho
también el (nimero) T; asi pues, A, B miden aT.
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Digo ademads que también es el menor (niimero al que miden).

Pues, si no, A, B mediran a algin nimero que sea menor que I. Midan
a A. Y cuantas veces A mide a A, tantas unidades haya en H, y cuantas veces
B mide a A, tantas unidades haya en ©. Entonces, A al multiplicar a H ha
hecho el nimero A, y B al multiplicar a ® ha hecho el numero A. Asi pues, el
(producto) de A, H es igual al (producto) de B, ®; luego, como A es a B, asi ©
aH [VII, 19]. Pero como A es a B, asi Z a E. Por tanto, también, como Z es a



E, asi ® a H. Pero z, E son los menores, y los menores miden a los que
guardan la misma razon el mismo niimero de veces, el mayor al mayor y el
menor al menor [VII, 20]. Entonces, E mide a H. Y como A, al multiplicar a
E, ha hecho los numeros I, A, entonces, como E es a H, asi " a A [VIL, 17].
Pero E mide a H; luego I también mide a A, el mayor al menor; lo cual es
imposible. Por tanto, A, B no miden a algiin nimero que sea menor que T.
Por consiguiente, T es el nimero menor que es medido por A, B. Q. E.
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PROPOSICION 35
Si dos numeros miden a algun numero, el (numero) menor medido por
ellos tambien medira al mismo (numero).

Pues midan dos nimeros A, B a un nimero I' A y sea E el menor (al que
miden).

Digo que E mide también a 1A.

Pues si E no mide a 1A, deje E, al medir a Az, al nimero menor que si
mismo Iz. Y como A, B miden a E y E mide a Az, entonces, A, B mediran
también a Az. Pero miden también al total rA; luego, mediran también a 1z
que es menor que E; lo cual es imposible. Por tanto, no es el caso de que E
no mida a I'A; por consiguiente lo mide. Q. E. D.

PROPOSICION 36

Dados tres numeros, hallar el numero menor al que miden.



Sean A, B, I' tres numeros dados.

Asi pues, hay que hallar el nimero menor al que miden.

Tomese, pues, A, el (nimero) menor que es medido por los dos
(nameros) A, B [VII, 34]. Entonces I 0 mide a A 0 no lo mide. En primer
lugar, midalo. Pero A, B miden también a A; entonces A, B, I miden a A.

Digo ademads que también es el menor (al que miden).

Pues, si no, A, B, I medirdn a un nimero que sea menor que A. Midan a
E. Como A, B, I miden a E, entonces A, B también miden a E. Asi pues, el
menor (nimero) medido por A, B también medira [a E] [VII, 35]. Pero el
menor (nimero) medido por A, B es A; entonces, A medira a E, el mayor al
menor; lo cual es imposible. Luego, A, B, I no mediran a algin nimero que
sea menor que A; por tanto, A es el nimero menor que A, B, I miden.

Ahora, por el contrario, no mida I a A, y tobmese E, el menor numero
medido por 1, A [VII, 34]. Como A, B miden a A, pero A mide a E, entonces,
A, B miden también a E. Pero I mide también [a E]; entonces A, B, I' miden
también [a E].

Digo ademas que es el menor (nimero al que miden).

Pues, si no, A, B, I mediran a algiin (nimero) que sea menor que E.
Midan a z. Como A, B, I miden a z, entonces A, B miden también a z; luego
el menor (nimero) medido por A, B medira a z [VII, 35].
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Pero el menor (nimero) medido por A, B es A; entonces, A mide a Z.
Pero r también mide a z; por tanto, A, T mide a z; de modo que el menor
(nimero) medido por A, T también medira a z. Pero el menor (nimero)
medido por I, A es E. Entonces E mide a z, el mayor al menor; lo cual es
imposible. Por tanto, A, B, I no mediran a un nimero que sea menor que E.

Por consiguiente, E es el menor que es medido por A, B, I'. Q. E. DA%,

PROPOSICION 37

Si un numero es medido por algun numero, el (numero) medido tendra
una parte homonima del (numero) que lo mide.

Sea medido, pues, A por alglin nimero B.

Digo que A tiene una parte homonima de B.

Pues cuantas veces B mide a A, tantas unidades haya en . Como B
mide a A segun las unidades de T, y la unidad A mide al nimero T segun sus
propias unidades, entonces, la unidad A mide al nimero T el mismo niimero
de veces que B a A. Asi pues, por alternancia, la unidad A mide al nimero B
el mismo niamero de veces que I a A [VII, 15]; entonces la parte que la
unidad A es del namero B, la misma parte es también " de A. Pero la unidad
A es una parte del nimero B homonima de ¢él; entonces I' es también una
parte de A homdénima de B. De modo que A tiene una parte T que es

homonima de B. Q. E. 1%,

PROPOSICION 38



Si un numero tiene una parte cualquiera, serda medido por un numero
homonimo de la parte.

Tenga, pues, el nimero A una parte cualquiera B, y sea I homonimo de
la parte B.

Digo que I mide a A.

Pues como B es una parte de A homdnima de I, y la unidad A es una
parte de I homonima de €1, entonces la parte que la unidad A es del nimero
I, la misma parte es también B de A; entonces la unidad A mide al nimero
el mismo niimero de veces que B a A. Asi pues, por alternancia, la unidad A
mide al nimero B el mismo nimero de veces que T a A [VII, 15].

Por consiguiente, I mide a A. Q. E. D.

PROPOSICION 39

Hallar un numero que sea el menor que tenga unas partes dadas.

Sean las partes dadas A, B, T.

Asi pues, hay que hallar un nimero que sea el menor que tenga las
partes A, B, T'.

Pues sean A, E, Z nimeros homonimos de las partes A, B, T'; y tbmese H,
el menor (nimero) medido por A, E, z [VII, 36].

Entonces, H tiene partes homonimas de A, E, z [VII, 37]. Pero A, B, T
son partes homdnimas de A, E, zZ, T'; entonces tiene las partes A, B, T.



Digo ademads que es también el menor.

Pues, si no, habra un nimero menor que H que tenga las partes A, B, T.
Sea @. Puesto que o tiene las partes A, B, T, entonces © sera medido por los
numeros homonimos de las partes A, B, I [VII, 38]. Pero A, E, Z son nimeros
homonimos de las partes A, B, I'; entonces © es medido por los (niimeros) A,
E, Z. Y es menor que H; lo cual es imposible.

Por consiguiente, no habrd ningin nimero menor que H que tenga las
partes A, B, I'. Q. E. D.



88 Monds estin kath "hén hékaston tén onton hén légetai.
JAMBLICO, en su Comentario a la Introduccion a la aritmética de Nicomaco 11, 5, apunta
que esta definicion de Euclides es la de los autores mas recientes (hoi nedteroi) y que le faltan las

palabras kan systematikon éi «aunque sea un colectivo». En este mismo contexto recuerda otras
definiciones:

a. «La unidad es una frontera (methorion) entre nimero y partes», en opinion de algunos
pitagoricos.

b. Un pitagorico antiguo, TIMARIDAS, la define a su vez como «cantidad limitada»
(perainusa posotes). Teon de Esmirna afiade la explicacion de que una unidad es «aquello que,
cuando la cantidad disminuye mediante sustraccion continua, se ve privado de todo niimero y toma
una posicion y un resto permanentes». Si, tras haber llegado a la unidad por este medio,
procediéramos a dividirla en partes, tendriamos de nuevo una cantidad.

c. Otros la definen—siempre segun Jamblico—como forma de formas (eidén eidos) en
atencion a que comprende virtualmente todas las formas de un numero, es decir: un numero poligonal
de cualquier nimero de lados a partir de tres, un nimero solido en todas sus formas, y asi
sucesivamente. HEATH no se resiste a traer a colacion a este propdsito la nocién moderna de numero
como «clase de clasesy, ed. cit., I, pag. 279.

d. ARISTOTELES la definia como «lo indivisible en lo que se refiere a la cantidad» to kata to
poson adiaireton (Metafisica 1089b35). Se diferencia del punto en que la unidad no tiene posicion
(Metafisica 1016b25). De acuerdo con esta tltima distincion, Aristoteles llama a la unidad «un punto
sin posiciony stigme athetos (Metafisica 1084b26).

e. Por ultimo, Jamblico dice que la escuela de Crisipo define la unidad de una forma confusa
(synkechyménos), a saber: como «pluralidad unoy» (pléthos hén).

La definicion de Euclides parece dirigida a separar la unidad de la multiplicidad y de la
divisibilidad —Ilo cual, en cierto modo, supondria una exclusion de las fracciones (cf. PLATON,
Republica 525e)—. Pero, en todo caso, su utilidad matematica es muy inferior a sus resonancias
filosoficas. El propio Platon ya habia reparado, con cierta gracia, en esta dimension de la definicion
«moderna»: «Hombres asombrosos, jacerca de qué numeros discurris, en los cuales se halla la
unidad tal como la considerais, como igual a cualquier otra unidad sin diferir en lo mas minimo y sin
contener en si misma parte alguna?» (Republica VII 526a).

Por lo demas, Tedn de Esmima atribuye la etimologia de monds «unidad» bien al hecho de
permanecer inalterada cuando se multiplica por si misma cualquier niumero de veces, o bien al hecho
de mantenerse aislada (memondsthai) del resto de los nimeros. Nicomaco observa a su vez que
mientras cualquier numero es la mitad de la suma de los nimeros adyacentes y de los nimeros
equidistantes, por cada lado, la unidad resulta mas aislada pues no tiene nimeros a ambos lados sino
solo a uno de ellos, amén de limitarse a ser la mitad del siguiente, el 2.

ST Arithmés de t6 ek monadon synkeimenon pléthos.

La definicion de numero de Euclides no es, una vez mas, sino una de las muchas que
conocemos. Nicomaco combina varias en una al decir que es «una pluralidad definida» (pléthos
horisménon) o un «conjunto de unidades» (monddon systema), o un «flujo de cantidad compuesto
por unidades» (posotétos ch ma ek mondadon synkeimenon). Tedén dice que un numero es una
«coleccion de unidades», o una progresion (propodismos) de cantidad que parte de una unidad y una
regresion (anapodismos) que acaba en una unidad. Segun Jamblico, la descripcion como coleccion de
unidades fue aplicada a la cantidad, es decir al nimero, por Tales, que en esto seguia a los egipcios
(kata to Aigyptiakon aréskon). Mientras que Eudoxo el pitagorico fue quien habld del nimero como
«pluralidad definida.

ARISTOTELES presenta una seric de definiciones que insisten sobre lo mismo: «una
pluralidad definida» pléthos to peperasménon (Metafisica 1020al13); «pluralidad o combinacion de
unidades» o «pluralidad de indivisibles» (ibid. 1053a30, 1039a12, 1085b22); «varios unos» héna
pleio (Fisica 111 7, 207b7); «pluralidad que se puede medir por uno» (Metafisica 1057a3) y



«pluralidad medida» y «pluralidad de medidas» siempre que la medida sea el uno fo hén (ibid.
1088a5).

Por otra parte, he traducido el término pléthos por «pluralidad» pues asi se distingue tanto de
arithmos «nimero» como de poson «cantidad». Otros contextos de los libros de aritmética exigiran,
llegado el caso, una version diferente.

8 g por méros «parte» en la definicion anterior se entiende una parte alicuota o submultiplo,
con el plural mére «partes», en esta definicion, Euclides alude a un niimero de partes alicuotas o a lo
que nosotros llamariamos una fraccion propia. De modo que, por ejemplo, el nimero 2 es parte del
nimero 6, pero el nimero 4 no es parte sino partes de este mismo nimero 6.

% Esta definicion viene a formular la relacion reciproca de la establecida en la def. 3 (supra).
El uso de estas nociones aritméticas en los Elementos envuelve algunas suposiciones tacitas sobre la
relacion de medir una cantidad un nimero de veces. Por ejemplo: si x mide a y e y mide a z, x mide a
z;sixmide ayymideaz,x mideay +z; six mide ay y mide az, x medirday —z o a z — y (segun
que y >z 0 y < z). Pero su limitacién mayor es no ofrecer una conceptualizacion o una explicacion de
la nocién involucrada de medida. Una reconstruccion axiomatica moderna de la teoria aritmética de
los Elementos puede verse en N. MALMENDIER, «Eine Axiomatik zum 7. Buch der Elemente von
Euklid», Mathematische-Physikalische Semesterberichte 22 (1975), 240-254. Puede que el primer
ensayo en la direccion de completar el marco de postulados, definiciones y axiomas de la aritmética
clasica haya sido la Arithmetica de Jordano de Nemore (s. XIII); vid. la reciente edicion de H. L.
BUSARD, Jordanus de Nemore. De elementis arithmetice artis, Stuttgart, 1991, 2 vols.

0 NICOMACO, Introduccion a la aritmética 17, 2, amplia estas definiciones de par e impar
diciendo: «que es par el que puede ser dividido en dos partes iguales sin que caiga una unidad en el
medio, y que es impar el que no puede ser dividido en dos partes iguales por la intervencion
(mesiteian) de la susodicha unidad». Afiade que esta definicion se deriva de una «concepcion
popular) (ek tés demédous hypolépseds). Por contraste (ib. 7, 3), ofrece la definicion de los
pitagoricos: «un numero par es el que puede ser dividido mediante una y la misma operacion en
(partes) mayores y menores, mayores en tamafio (pelikoteti) pero menores en cantidad (posoteti)...,
mientras que un niamero impar es el que no puede ser tratado de la misma forma sino que es dividido
en dos partes desiguales». Segun Jamblico, esto quiere decir que un numero par se divide en las
partes mayores posibles, es decir en mitades, y en las menores posibles, es decir, en dos, que es el
primer «nimero» o «coleccion de unidades». Nicomaco recoge luego otra antigua definicion a tenor
de la cual un ntimero par es el que puede ser dividido en dos partes iguales y en dos partes desiguales
(excepto el primero de ellos, que es el 2, que solo puede dividirse en dos partes iguales), pero, se
divida como se divida, tiene necesariamente las dos partes de la misma clase, o ambas pares, o ambas
impares; mientras que un nimero impar es el que solo puede dividirse en dos partes desiguales y esas
dos partes son siempre de diferente clase, una par y otra impar. Por ultimo, cabe mencionar las
definiciones de numero par e impar que se hacen referencia mutuamente y, precisamente por ello, se
ven tildadas de no cientificas por Aristoteles, a saber: «un niimero impar es el que difiere de un
numero par en una unidad por ambos lados, y un niimero par es el que difiere de un niimero impar en
una unidad por cada lado» (cf. Topicos 142b7-10). Sin embargo, el texto de los Elementos no duda en
recoger una nocion del mismo tipo como explicacion alternativa, en la definicion 7 de nimero impar.

Il 1 a expresion griega artidkis, que aparece tanto en esta definicion como en la siguiente,
quiere decir «un niamero par de veces», siendo artidkis dartios arithmods «un nimero un-nimero-par-
de-veces par» y artidkis perissos «un (numero) un-numero-par-de-veces impar». La traduccion literal
al castellano haria bastante complicado el uso de esta formulacion en las proposiciones. Por ello,
siguiendo un precedente como el de F. Vera, opto por la version «parmente par» y «parmente impary.
Aunque no sea un consuelo, cabe recordar que ya Nicomaco, entre otros, se habia visto en la tesitura
de recurrir a la expresion compuesta artiopérittos «parimpar» para referirse a este tltimo tipo de
numeros.



2 Heiberg considera esta definicion interpolada por alguien que ha confundido la
clasificacion de Euclides con otra clasificacion mas bien pitagorica. Por lo demads, la expresion
perissakis drtios «un (nimero) unnumero-impar-de-veces par» no vuelve a utilizarse mas en los
Elementos, lo cual podria tomarse como sintoma del caracter enteramente superfluo de la definicion.

Comunmente, siguiendo el ejemplo de la traduccion latina de Heiberg, se omite esta
definicion, de modo que la definicion VII 10 podria corresponder, en otras ediciones y traducciones,
a la que aqui aparece como VII 11.

B3 1 a5 definiciones 8-11 desarrollan una clasificacion euclidea que no dejé de ser discutida
con posterioridad. Por ejemplo, la definicion 8 de Euclides de niimero «parmente par» es diferente de
la propuesta por autores posteriores, como Nicomaco, Teéon o Jamblico. Una consecuencia del
planteamiento euclideo es que en la proposicion IX 34 nos encontraremos con que un numero puede
ser a la vez «parmente par» y «parmente impar». De acuerdo con la clasificacion mas precisa que
proponen sus criticos, «parmente par» y «parmente impar» se excluyen mutuamente. El nlimero
«parmente par» es, segun esta otra clasificacion, el que tiene pares sus mitades, las mitades de sus
mitades y asi sucesivamente hasta llegar a la unidad. Jamblico, en particular, tacha de errénea la
definicion de Euclides. No cabe duda, desde luego, de que la definicion de Euclides es tal como
aparece en el texto, pues, de otro modo, en IX 32, donde prueba que determinados nimeros son s6lo
parmente pares, esa misma precision monos «soélo» estaria de mas. Recordemos asi mismo el caso de
la proposicion IX 34 que muestra claramente cudl es el punto de vista de Euclides.

Por otro lado, las proposiciones IX 33 y 34, también dan motivos para excluir la definicion
que Heiberg considera como una interpolacion (vid. 1a nota anterior). De acuerdo con ella, un nimero
parmente impar podria resultar también imparmente par. De modo que si tanto esta presunta
definiciéon 10 como la definiciéon 9 fueran genuinas, las proposiciones IX 33 y IX 34 plantearian
serios problemas. Pues en IX 33 podria darse el caso de que un niimero no fuera «sélo» parmente
impar; y la prueba de IX 34 no dejaria de ser equivoca.

& Nicomaco, Teon y Jamblico afiaden a «numero primo» prétos arithmés el término
asynthetos «no compuesto». Teon lo define de manera similar a Euclides como «el medido por
ningln numero excepto la unidad». Aristételes dice también que un nimero primo no es medido por
ningun numero (A4naliticos Segundos 11 13, 16a36), pues la unidad no es un numero (Metafisica
1088a6), sino solo el principio del numero. Para Nicomaco, los numeros primos no son una
subdivision de los nimeros en general sino s6lo de los impares. Dice que un nimero primo no admite
otra parte (i.e., otro submultiplo) que la que tiene su nombre derivado del del propio numero
(paronymon heautoi), por ejemplo «tres» no admite otra parte que «un tercio». Seglin esta teoria, los
nimeros primos empiezan por el 3, mientras que para Aristoteles el 2 seria el primer nimero primo y
el unico par. El testimonio aristotélico demuestra que esta divergencia con la doctrina pitagérica es
anterior a Euclides. El nimero 2 cumple las condiciones de la definicion euclidea, lo que sirve a
Jamblico de pretexto para criticar a Euclides una vez mas.

A los niimeros primos se aplican en griego también otros nombres diferentes de protos.
Jamblico los llama euthimetrikoi; Timaridas, euthygrammikoi «rectilineos»; y una variante del
anterior, grammikot, «linealesy, es el utilizado por Te6n de Esmirna: ambas tienen en cuenta que s6lo
pueden ser representados por una linea.

Segiin Nicomaco, el término protoi se debe a que sélo se puede llegar a ellos juntando
unidades y la unidad es el principio del niimero.

L3 Teodn define los numeros compuestos entre si de manera similar a Euclides, y pone como
ejemplo el 8 y el 6, que tienen al 2 como medida comun, y el 6 y el 9, que cuentan con el 3. La
clasificacion euclidea de ntimeros primos y compuestos entre si difiere, sin embargo, de las de
Nicomaco y Jamblico. Este ultimo considera que todos estos tipos de niimeros son subdivisiones sélo
de la clase de los numeros impares, mientras que los nimeros pares se dividen, a su vez, en tres tipos:
a) parmente pares; b) parimpares; ¢) imparpares. Los dos primeros, a y b, son los casos extremos, y
los del tipo ¢ son intermedios entre los otros dos tipos. Del mismo modo, la clase de los nlimeros



impares se divide en tres tipos, de los que el tercero es intermedio entre los otros dos: a) primos y no
compuestos: que equivalen a los nimeros primos de Euclides con excepcion del 2; b) secundarios y
no compuestos: cuyos factores deben ser no sélo impares sino primos, por ejemplo 9, 15, 21...; ¢)
secundarios y compuestos en si mismos pero primos en relacion con otros. También en este caso los
factores deben ser impares y primos. Esta clasificacion es objetable por limitar un término tan amplio
como «compuestoy» a los casos formados por factores primos.

26 Traduzco syntethéi por «se afiade (a si mismo)» para que resulte inteligible en castellano.
Se trata de la definicion sobradamente conocida de la multiplicacion como suma abreviada.

I Los términos plano y solido aplicados a numeros proceden de la adaptacion de su uso con
referencia a figuras geométricas. De acuerdo con esto, un nimero recibe la calificacion de lineal
cuando es contemplado como si constara de una sola dimension, la longitud. Cuando se le afiade otra
dimension, la anchura, resulta un nimero plano, cuya forma mas comin es la que corresponde al
rectangulo en Geometria. En la tradicion pitagorica no dejaron de abundar estas y otras muestras de
numeros figurados (e.g. los nimeros cuadrados, generados por la adicion de un gndmon impar, o los
numeros oblongos, generados por la adicién de un gnomon par).

Por otra parte, el griego utiliza el verbo poi¢do «hacer» para significar el proceso de la
multiplicacion y gignomai para el resultado.

28 Para las definiciones de numero cuadrado y numero cubo Euclides emplea las curiosas
expresiones isdakis isos e isakis isos isakis respectivamente, cuya traduccion literal es la siguiente:
«igual nimero de veces igual» (Def. 19) e «igual nimero de veces igual nimero de veces igual».

Nicémaco distingue un caso especial de nimero cuadrado que acaba (en la notacion adoptada)
en el mismo digito o numeral que su lado, por ejemplo: 1, 25, 36, cuadrados de 1, 5 y 6
respectivamente. A estos numeros los llama ciclicos (kyklikoi) por analogia con los circulos, en
geometria, que vuelven al punto donde han empezado. Por la misma razén a los nimeros cubos que
acaban con el mismo digito que sus lados y los cuadrados de sus lados los llama esféricos.

D Eyclides no se plantea la nocion de proporcidon en los mismos términos que otros autores
anteriores o posteriores que definen la proporcion como «igualdad o semejanza de razones». Por otra
parte, habla normalmente de numeros «continuamente proporcionales» en el sentido de
«proporcionales en orden, o sucesivamente.

8014 ley de formacion de los nimeros perfectos, dada por la férmula 2n (2rn — 1) cuando 2n —
1 es un nimero primo, se demuestra mas adelante, en IX 36. Teon de Esmirna y Nicomaco afiaden
otros dos tipos de niimeros: los «superperfectos», hypertelés o hypertéleios, cuando la suma de sus
partes alicuotas (submultiplos) es mayor que el propio nimero, por ejemplo la suma de las partes de
I12es6+4+3+2+1=16,y los «defectivosy, ellipés, cuando la suma de las partes es menor que el
propio nimero, por ejemplo la suma de las partesde 8 es 4 +2+1=7.

81 T os libros VII-IX cubren lo que podria llamarse «aritmética teérica elemental» griega. La
suerte de la aritmética no deja de ser un tanto curiosa en Grecia. Por una parte, no tardo mucho en
verse disociada de la «logistica» préactica, i.e. de las técnicas comunes de calculo aplicadas a llevar
las cuentas y a traficar con objetos materiales, a menesteres de caracter administrativo o mercantil. Al
propio Pitagoras se le atribuyd una primera depuracion filosofica o «teodrica» de la aritmética:
«Pitagoras honr6 la aritmética més que ninglin otro. Hizo grandes avances en ella, sacandola de los
calculos practicos de los comerciantes y tratando todas las cosas como numeros» (ARISTOXENO, fr.
23). Esta «liberaciony, al parecer, no impidi6 a los pitagdéricos mantener antiguos hébitos intuitivos
de calculo, como el de operar con guijarros o marcas (logidsesthai pséphois). Pero si pudo contribuir
a cierta idealizacion de los nimeros y a la consideracion de una «logistica» tedrica, interesada en
propiedades y relaciones numéricas generales. Y, desde luego, contribuy¢ a elevar los niimeros y sus
relaciones, o «configuraciones», a la dignidad de simbolos iniciaticos o claves de comprension del
universo. Asi, en pitagoricos tan notables como Filolao, la aritmética parece inseparable de la
numerologia. Una numerologia que no dejara de tener varia y curiosa fortuna: cobra enjundia



metafisica en el s. IV a. C. (con Espeusipo y Jenocrates); mucho mas tarde, a partir del
neopitagorismo del s. II d. C., retorna a la aritmologia simbolica (e.g. en Nicomaco, Teon de
Esmirna); luego, de la mano de Jamblico (s. IV), viene a desembocar en la teologia. Por otro lado, al
margen de los dos caminos principales de la aritmética griega (el de la teoria de los nimeros —en
parte recogida y en parte normalizada por los Elementos— y el de la simbologia numeroldgica), iran
quedando otras sugerencias sobre el desarrollo numérico de la razén y la proporcion, innovaciones
notacionales como la del Arenario de Arquimedes, investigaciones métricas como las de Heréon o
primicias «algebraicas» como las de Diofanto.

En realidad, la misma aparicion de estos libros de aritmética en los Elementos de Euclides no
deja de ser un tanto curiosa. Desde un punto de vista sistematico, s6lo podria justificarse por relacion
a ciertas aplicaciones en el libro X. En todo caso, algunos desarrollos como los de la teoria del
par/impar, o los primos relativos o la teoria misma de la proporcion numérica, dan la impresion de
que Euclides trabaja con un legado autéonomo y autosuficiente. Es cierto que, en la tradicidn, la
aritmética y la geometria se consideraban de la misma familia: al decir de Arquitas (segin
PORFIRIO, In Ptol. Harm. 1 330, 26-331, 8), parecian «hermanas»; tampoco conviene olvidar el
legado pitagorico de los ntimeros figurados. Pero, por otra parte, los nimeros y las magnitudes
geométricas son, segun otra tradicidn no menos persistente, entidades dispares. No s6lo por motivos
de orden matematico (como el caso de la inconmensurabilidad o la perspectiva de la teoria
generalizada de la proporcion), sino también, quizas, por motivos filosoficos, e.g. la «pureza» mayor
de la aritmética con respecto al mundo sensible, la categorizacion de lo discreto y lo continuo, la
indole misma de los nimeros como objetos susceptibles de hallazgo o determinacion pero no de
conformacion o construccion —no hay postulados ni problemas expresos en los libros de aritmética
de los Elementos—. En suma, la pregunta de por qué aparece aqui el venerable legado de la teoria de
los numeros, puede todavia considerarse abierta.

Otra cuestion afadida es la curiosa circunstancia de que hoy no dispongamos de unos
Elementos de aritmética dentro de la tradicion matematica griega. Sobre la base de la antigiiedad de
buena parte del material con que trabaja Euclides, hay quienes insisten en la presunta existencia de
unos Elementos pitagoricos [e.g. B. L. VAN WAERDEN, «Die postulate und Konstruktionen in der
frithgriechischen Geometrie», Archive for History of Exact Sciences 18 (1978), 343-357; L.
ZHMUD, «Pythagoras as a Mathematician», Historia Mathematica 16 (1989), 249-268]. No hay
datos que corroboren la inferencia. Pasando a otros tiempos muy posteriores —incluso a Euclides—,
también se ha sugerido la existencia de unos FElementos de Diofanto [J. CHISTIANIDIS,
«Arithmetike Stoikheiosis: Un traité perdu de Diophante d’Alexandrie?», Historia Mathematica 18
(1991), 239-246]; pero la principal base aducida, un escolio de un bizantino andénimo al Comentario
a la Introduccion a la aritmética de Nicomaco, de Jamblico, no parece demasiado fuerte para
sostener esta conjetura. No obstante, sigue en pie la afirmacion de Proclo de que «muchos autores
han escrito tratados de Elementos sobre aritmética y astronomia» (73, 12-14).

82 Sjla proposicion anterior puede considerarse como un «test» de la propiedad de ser primos
relativos, ahora Euclides ofrece un método no menos eficaz para hallar la medida comin maxima de
dos numeros por el mismo método de sustraccion reciproca sucesiva (anthyphairein). Puede que este
método proceda de la determinacion de razones entre dos secciones del monocordio —como sugiere
A. Szab6é—. Desde luego, la nocidon de anthyphairesis parece relacionada con un concepto de razén
numérica anterior a Euclides. (Mas adelante, en X 2, 3, se encontrard una nueva aplicacion en un
marco mas general.) Por otro lado, la version modernizada de este procedimiento en términos no ya
de sustraccion sino de division, y de su resultado como obtencién del «maximo comun divisor»,
puede prestarse a equivocos, e.g. al aproximar la aritmética euclidea a la moderna aritmética de
fracciones. Mayor confusion seria una mezcla de todo ello tan curiosa como la acepcion del uso
«matematico» de anthyphairéo (referido a X 2, 3) en los términos: «sustraer alternativamente dos
magnitudes para hallar el maximo denominador comun» —en el Diccionario Griego-Espariol 11,
Madrid, C.S.I.C., 1986, pag. 309.



8 Heron seala que este método nos permite hallar la medida comiin maxima de tantos
numeros como queramos y no solo de tres, porque cualquier nimero que mida a dos nimeros medira
también a su medida comun méaxima. Asi que se trata de ir hallando sucesivamente la medida comun
maxima de pares de numeros, hasta que queden so6lo dos niumeros de los que se hallara la medida
comun maxima. Euclides asume tacitamente esta extension en VII 33 donde se toma la medida
comun maxima de tantos nlimeros como se quiera.

Estas proposiciones iniciales 1-3 del libro VII presentan el llamado «algoritmo» euclideo para
la determinacion de ntimeros primos y la obtencion de la medida comiin méxima entre dos o mas
nimeros no primos entre si. Esa denominacion no es inadecuada en la medida en que, ciertamente,
representan un procedimiento de calculo efectivo, i.e. una rutina metddica capaz de conducirnos en
una serie finita de pasos a un resultado preciso.

84 En términos modernos se podria resumir como sigue:

Dados dos niimeros A y B, en primer lugar se halla su maximo comun divisor, C. Si C es
contenido x veces en A e y veces en B, x e y precisaran la razéon de A a B. De esta forma, la razon de
10 a 15, por ejemplo, serd 2/3.

85 En términos modernos se podria resumir:

Dados cuatro niimeros A, B, C, D.

Sid=(I/n)By C=(1/n) D,entonces 4+ C=(1/n) (B+ D).

Esta proposicion puede relacionarse con V 1, donde las demostraciones son bastante
similares, pero en V 1, se habla de «multiplo», mientras que en VII 5, se trata de «parte» o
submultiplo.

86 8i 4 = (m/n) B, C = (m/n) D, entonces: A + C = (m/n) (B + D).

81.Si A= (1/n) B; C=(1/n) D, entonces: A — C = (1/n) (B — D).

8. 8i4=1/B, C=(1/n) D, A= (m/n) C, entonces: B = (m/n) D.

82 Heiberg, sobre la base del ms. P, concluye que el texto entre corchetes es una interpolacion

atribuible a Teon por figurar en el margen en este importante manuscrito y aparecer escrito por una
mano posterior.

20 Eyclides asume en las proposiciones 11-13 que el primer nimero es menor que el segundo
o que el segundo y el tercero. Las figuras de estas proposiciones son inconsistentes con esta
suposicion. Si los hechos concuerdan con las figuras hay que tener en cuenta otras posibilidades que
se encuentran en la definicion 21 de este libro, a saber: que el primer nimero puede ser también un
multiplo mas una parte o partes de cada nimero con el que se compara. Asi pues, habria que tomar
en consideracion diferentes casos.

Por lo demas, esta proposicion se corresponde con V 19, que se aplica a magnitudes. El
enunciado es practicamente el mismo cambiando mégethos «magnitud» por arithmos «numero». La
prueba es una combinacion de VII, Def. 21, y los resultados de VII 7-8, y el lenguaje de las
proporciones se adapta al de los numeros y fracciones mediante la definicion 21 del libro VII.

2L Esta proposicion se corresponde con V 12, y, como en el caso de la anterior, el enunciado es
practicamente el mismo sustituyendo «magnitud» por «niimero». La prueba combina, a su vez, la
definicion VII 21, y los resultados de VII 5-6, que se declaran verdaderos para cualquier cantidad de
numeros y no s6lo para dos como en los enunciados de VII 5-6.

2Gig:b:c: d, entonces, por alternancia: a : ¢ :: b : d.

La proposicion se corresponde con V 16, y la prueba conecta VII, Def. 21, con el resultado de
VII 10.

BSig:b:d: eyb:c:e:fentonces, porigualdad:a:c::d:f.

Y lo mismo es verdad sin que importe cuantos sean los sucesivos numeros relacionados. Este
método no puede usarse para la proposicion correspondiente de magnitudes (V 22); porque solo



probaria V 22 para seis magnitudes homogéneas, y las magnitudes de V 22 no estan sujetas a dicha
limitacion.

24 Esta proposicion puede considerarse un caso particular de VII 9.

3 Hoi genomenoi ex autén «los numeros resultantes a partir de ellos». Esta expresion es la
utilizada normalmente para el resultado de multiplicaciones. En este caso las palabras ex auton
resultan ambiguas, serefieren a los numeros inicialmente dados. Creo que suprimirlas es la mejor
manera de deshacer la ambigiiedad.

Por otra parte, la proposicion prueba que el orden de factores no altera el producto.

26 A partir de aqui traduzco por «producto» la expresion griega utilizada cominmente para el
resultado de la multiplicacion ho genomenos ek... «el (namero) resultante (o producido) a partir dey.

21 Heiberg relega al apéndice una proposicion que aparece en los mss. V, p, en el sentido de
que, si tres numeros son proporcionales, el producto de los extremos es igual al cuadrado del medio,
y viceversa. No aparece en la primera mano de P; B la tiene en el margen y Campano la omite. Al-
Nayrizi cita la proposicion sobre tres niimeros proporcionales como una observacion a VII 19 debida
probablemente a Heron.

28 Aqui Heiberg omite una proposicion que sin duda es una interpolacion de Teén (B, V, p la
tienen como VII 22, pero P la presenta en el margen y en la tltima mano; Campano la omite
también). Prueba, para niumeros, la proporcion perturbada:

Sia:b:e:fyb:c::d:e,entoncesa:c::d:f

2 BEPPO LEVI, Leyendo a Euclides, Rosario, 1947, pag. 208, dice que los enunciados de 20,
21 y 22, suponen implicitamente por lo menos uno de los siguientes hechos: existe un par de
nimeros minimos entre los que guardan una misma razon; existe un par de nimeros primos entre si
entre los pares que guardan la misma razén. Pues, aunque se admite como evidente la existencia de
un minimo en todo sistema de enteros, no es evidente la existencia de un par minimo.

100 Ho ek toi heniis autOn genomenos, lit.: «el (nimero) producido por uno de ellos...» se
refiere al producto de dicho numero por si mismo. Afiado estas palabras entre paréntesis porque no
aparecen en el texto griego. Por otra parte, la proposicion es un caso particular de la precedente.

101 Heiberg atetiza el final del enunciado porque dkroi solo podria significar «los Gltimos
productos» y porque no hay nada en la prueba que se corresponda con estas palabras. De hecho
Campano las omite. Heiberg concluye que se trata de una interpolacion anterior a Teon.

102 g¢ echan en falta en esta proposicion las palabras «al anterior a ¢l mismo que también
medird a A» que aparecen asi unas lineas mas abajo. Heiberg piensa que es posible que dichas
palabras hayan desaparecido de P en este lugar, debido a un error de homeoteleuton. Por otro lado,
relega al apéndice una prueba alternativa de esta proposicion, cf. Heath, ed. cit., pag. 333.

103 ge trata del procedimiento para hallar el minimo comin multiplo de dos niimeros.

104 £] método de Euclides para hallar el m. ¢. m. de tres niimeros nos es familiar. Primero se
halla el m. c. m. de a, b, sea d; y después se hallael m. c. m. de d y c.

105 EJ texto del enunciado precisa de una explicacion. Por ejemplo, si 3 mide a A4, es decir: Si
A=3m=(3+3+...3), la proposicion afirma que hay un nimero que es un tercio de 4.

Si B mide a A, existe un numero que es la B4 parte de 4.



LIBRO OCTAVO

PROPOSICION 1

Si  tantos numeros como Sse quiera SOn continuamente%

proporcionales y sus extremos son primos entre si, son los menores de
aquellos que guardan la misma razon que ellos.

Sean A, B, I, A tantos nimeros como se quiera continuamente
proporcionales, y sean primos entre si sus extremos A, A.

Digo que A, B, T, A son los menores de los que guardan la misma razon
que ellos.

Pues, si no, sean E, Z, H, ® menores que A, B, I', A, guardando la misma
razon que ellos. Y puesto que A, B, T, A guardan la misma razon que E, Z, H,
@ y la cantidad de los (numeros) A, B, T, A es igual a la cantidad de los
(numeros) E, Z, H, ©, entonces, por igualdad, como A es a A, E a @ [VII, 14].
Pero A, A son primos, y los primos son los menores [VII, 21], y los niumeros
menores miden a los que guardan la misma razén que ellos el mismo
numero de veces, el mayor al mayor y el menor al menor, es decir: el
antecedente al antecedente y el consecuente al consecuente [VII, 20].
Entonces, A mide a E, el mayor al menor; lo cual es imposible. Luego, E, z,
H, ®, que son menores que A, B, I', A no guardan la misma razén que ellos.
Por consiguiente, A, B, T, A son los menores de aquellos que guardan la
misma razén que ellos. Q. E. D.
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PROPOSICION 2

Hallar tantos numeros como uno proponga continuamente
proporcionales, los menores en una razon dada.

Sea la razon de A a B la razén dada en sus menores nimeros.

Asi pues, hay que hallar tantos nameros como uno proponga
continuamente proporcionales, los menores en la razéon de A a B.

Sean cuatro los propuestos, y A, al multiplicarse por si mismo, haga el
(nimero) 1, y al multiplicar a B, haga el (nimero) A, y ademas B, al
multiplicarse por si mismo, haga el nimero E y ademds A, al multiplicar ar,
A, E, haga los (niimeros) z, H, ©, y B, al multiplicar a E, haga el (nimero) K.

Y puesto que A, al multiplicarse por si mismo, ha hecho el (nimero)
y, al multiplicar a B, ha hecho el (nimero) A, entonces, como A esaB, asiT a
A [VII, 17]. Puesto que A, al multiplicar a B, ha hecho a su vez el (nimero)
A, mientras que B, al multiplicarse por si mismo, ha hecho el (nimero) E,
entonces, cada uno de los (nimeros) A, B, al multiplicar a B, han hecho los
(nimeros) A, E respectivamente. Por tanto, como A es a B, asi A a E [VII, 18].
Pero como A es a B, I es a A; entonces también como T esa A, AesaE. Y
puesto que A, al multiplicar a T, A, ha hecho los (niimeros) z, H, entonces,
comoT esaa, zesaH|[VIL 17]. Pero como I es a A, asi A era a B; luego
también como A es a B, Z es a H. Puesto que A, al multiplicar a A, E, ha hecho
a su vez (los nimeros) H, ®, entonces, como A es a E, Hes a @ [VII, 17]. Pero
como A €s a E, A es a B. Por tanto, también como A esaB,asiHa 0. Y
puesto que A, B, al multiplicar a E han hecho los (nimeros) ©, K, entonces,
como A es a B, asi @ a kK [VII, 18]. Pero como A esaB,asizaH,yHa®. Por
tanto, también, como ZzesaH,asiHa®y ® aK; luegor, A, Ey Z, H, ©, K son
proporcionales en la razon de A a B.
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Digo ademas que también son los menores. Pues como A, B son los
menores de los que guardan la misma razén que ellos, y los menores de los
que guardan la misma razon son primos entre si [VII, 22], entonces A, B son
primos entre si. Y cada uno de los (numeros) A, B, al multiplicarse por si
mismo, ha hecho los nimeros I, E respectivamente, mientras que, al
multiplicar a los (nimeros) T, E, ha hecho los (nimeros) z, K
respectivamente; entonces I, E y Z, K son primos entre si [VII, 27]. Pero si
tantos niimeros como se quiera son continuamente proporcionales y sus
extremos son primos entre si, son los menores de los que guardan la misma
razon que ellos [VIII, 1].

Por consiguiente, I', A, E'y Z, H, ® K son los menores de los que
guardan la misma razon que A, B. Q. E. D.

Porisma:

A partir de esto queda claro que si tres nimeros continuamente
proporcionales son los menores de los que guardan la misma razéon con
ellos, sus extremos son cuadrados y, si son cuatro, cubos.

PROPOSICION 3

Si tantos numeros como se quiera continuamente proporcionales son
los menores de los que guardan la misma razon que ellos, sus extremos son
primos entre si.

Sean A, B, I, A tantos nimeros como se quiera continuamente
proporcionales y los menores de los que guardan la misma razon que ellos.



Digo que sus extremos, A, A, son primos entre si.

Tomense, pues, dos niumeros E, Z los menores en la razon de A, B, T, A
[VIIL, 33], y otros tres H, ©, K, y asi sucesivamente aumentando la serie de
uno en uno [VIII, 2] hasta que la cantidad (de niimeros) tomada resulte
igual a la cantidad de los (nimeros) A, B, T, A. Témense y sean A, M, N, E.

Y puesto que E, Z son los menores de los que guardan la misma razon
que ellos, son primos entre si [VII, 22]. Ahora bien, como cada uno de los
(nimeros) E, z, al multiplicarse por si mismo, ha hecho los (niimeros) H, K,
respectivamente, mientras que al multiplicar a H, K, ha hecho los nimeros A,
= respectivamente, entonces, H, K y A, = son primos entre si [VIL, 27]. Y
como A, B, I', A son los menores de los que guardan la misma razon con
ellos, pero A, M, N, = son también los menores que guardan la misma razon
con A, B, T, A, y la cantidad de los (nimeros) A, B, I, A es igual a la cantidad
de los (nameros) A, M, N, £, entonces, los (niimeros) A, B, I', A son iguales
respectivamente a los (nimeros) A, M, N, =; por tanto, A es igual a A y A a E.
Pero A, = son primos entre si.
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Por consiguiente, A, A también son primos entre si. Q. E. D.

PROPOSICION 4



Dadas tantas razones como se quiera en sus menores numeros, hallar
los numeros continuamente proporcionales menores en las razones dadas.

Sean las razones dadas en sus menores numeros lade AaByladera
Ay ademas ladeE a z.

Asi pues, hay que hallar los nimeros continuamente proporcionales
menores en larazonde AaB,enladeraayenladeEaz.

Pues tomese H, el menor nimero medido por B, I [VII, 34]. Y cuantas
veces B mide a H, tantas mida también A a @, y cuantas veces I mide a H,
tantas mida también A a K. Ahora bien, E 0 mide a k o no lo mide. En primer
lugar, midalo. Y cuantas veces E mide a K, tantas mida también z a A. Y
como A mide a ® el mismo nimero de veces que B a H, entonces como A €s
aB,asi ® aH [VII, Def. 21 y VII, 13]. Por lo mismo, también como T es a A,
asi H a K, y ademas, como E es a Z, asi K a A; por tanto, ®, H, K, A son
continuamente proporcionales en la razon de A aB y también en ladera A
y ademas en la de E a z.
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Digo ademads que también son los menores (con esta propiedad).

Pues si 0, H, K, A no son los (niimeros) continuamente proporcionales
menores en las razones de A aB, de " a Ay de E a z, séanlo entonces N, =, M,
0. Ahora bien, puesto que como A es a B, asi N a 2, mientras que A, B son los
menores y los menores miden a los que guardan la misma razon que ellos el
mismo numero de veces el mayor al mayor y el menor al menor, es decir: el
antecedente al antecedente y el consecuente al consecuente, entonces



Bmide a = [VII, 20]: por lo mismo, I también mide a =; por tanto, B, T
miden a z; luego el menor medido por B, I medird también a = [VII, 35];
pero H es el menor medido por B, I': entonces H mide a =, el mayor al menor;
lo cual es imposible. Asi pues, no habré algunos nimeros menores que ©, H,
K, A que estén continuamente en la razon de A a B, ni en la de I a A, ni
tampoco en lade E a z.

Ahora no mida E a K. Y tdmese M, el menor nimero medido por E, K.
Y cuantas veces K mide a M, tantas veces mida @, H a N, = respectivamente y
cuantas veces E mide a M, tantas mida también z a 0. Como ® mide a N el
mismo numero de veces que H a =, entonces como @ es a H, asi N a = [VII,
13 y def. 21]. Pero como @ es a H, asi A a B. Entonces como A es a B, asi N a
2. Por lo mismo, también como I es a A, asi = a M. A su vez, como E mide a
M el mismo niimero de veces que z a O, entonces, como E €s a Z, asi M a O
[VIIL, 13, y Def. 21]; por tanto, N, =, M, O son continuamente proporcionales
en lasrazonesde AaB,deraAaydeEaz.

Digo ademés que también son los menores en las razones AB, TA, EZ.
Pues, si no, habra algunos numeros menores que N, =, M, O continuamente
proporcionales en las razones AB, TA, EZ. Sean I1, P, =, T. Y puesto que como
I1 es a P, asi A a B, mientras que A, B son los menores y los menores miden a
los que guardan la misma razén que ellos el mismo nimero de veces, el
antecedente al antecedente y el consecuente al consecuente [VII, 20],
entonces B mide a p. Por lo mismo, I también mide a P, por tanto, B, I miden



a P. Luego el menor medido por B, I medird tambien a p. Pero H es el menor
medido por B, T; entonces H mide a P. Y como H es a P, asi K a = [VII, 13];
entonces K mide a =. Pero también E mide a =, luego E, K miden a =. Por
tanto, el menor medido por E, K medira a x. Pero el menor medido por E, K
es M; luego M mide a z, el mayor al menor; lo cual es imposible. Entonces,
no habrd algunos numeros menores que N, =, M, O continuamente
proporcionales en las razones de AaB,deraaydeEaz.

Por consiguiente, N, =, M, O son los nimeros continuamente
proporcionales menores en las razones AB, IA, EZ. Q. E. DAL,

PROPOSICION 5

Los numeros planos guardan entre si la razon compuesta de (las
108

razones) de sus lados==.

Sean A, B niumeros planos y sean los nimeros T, A los lados de A, Y E,
los de B.

Digo que A guarda con B una razéon compuesta de (las razones) de sus
lados.

Pues dadas las razones que guardan I con E y A con z, tbmense H, 0, K,
los niimeros menores que estan continuamente en las razones TE, Az, de
modo que comoTr esaE,asiHa®ycomoAesaz, asioak[VII 4] ya,al
multiplicar a E, haga el (nimero) A.
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Y puesto que A, al multiplicar a r, ha hecho el (nimero) A, mientras
que al multiplicar a E ha hecho el (nimero) A, entonces, como I s a E, asi A
a A [VII, 17]. Pero como I es a E, asi H a ®; entonces, también, como H es a



®, asi A a A. Puesto que E a su vez, al multiplicar a A, ha hecho el (nimero)
A, mientras que, al multiplicar también a z, ha hecho el (nimero) B,
entonces, como A es a z, asi A a B [VII, 17]. Pero como A es a 7, asi ® a K;
luego, también, como @ es a K, asi A a B Pero se ha demostrado también que
como H es a ©, asi A a A; entonces, por igualdad, como H es a K, A es a B
[VII, 14], pero H guarda con K la razén compuesta de las (razones) de sus
lados.

Por consiguiente, A guarda con B la razén compuesta a partir de las
(razones) de sus lados. Q. E. D.

PROPOSICION 6

Si tantos numeros como se quiera son continuamente proporcionales y
el primero no mide al segundo, tampoco ningun otro medira a ninguno.

Sean A, B, I, A, E tantos nimeros como se quiera continuamente
proporcionales y A no mida a B.
Digo que tampoco ningin otro medira a ningln otro.

Esta claro que A, B, I, A, E no se miden sucesivamente entre si, pues ni
siquiera A mide a B.
Digo ademas que ninglin otro medira a ninguno.



Pues, de ser posible, mida A a T. Y, cuantos niumeros sean A, B, T,
tomense tantos nimeros z, H, ®, los menores de los que guardan la misma
razon que A, B, T' [VII, 33].

Y puesto que z, H, © guardan la misma razon que A, B, T, y la cantidad
de los (nameros) A, B, I', es igual a la cantidad de los (numeros) z, H, 0,
entonces, por igualdad, como A es aT, asi za o [VII, 14]. Ahora bien, dado
que como A es a B, asi z, a, H, y A no mide a B, entonces tampoco Z mide a H
[VII, Def. 21]; por tanto, z no es una unidad; pues la unidad mide a
cualquier nimero. Y z, ® son primos entre si [VIII, 3]. Por tanto, como z es
ae,asiAar.

Por consiguiente, A tampoco mide a r. De manera semejante
demostrariamos que ningun otro mide tampoco a ningun otro. Q. E. D.

PROPOSICION 7
Si tantos numeros como se quiera son continuamente proporcionales y
el primero mide al ultimo, también medird al segundo.

Sean A, B, I, A tantos nimeros como se quiera continuamente
proporcionales y mida A a A.

Digo que A también mide a B.

Pues, si A no mide a B, tampoco ningun otro medird a ningin otro
[VIIL, 6]. Pero A mide a A.

Por consiguiente, A mide también a B. Q. E. D.

PROPOSICION 8



Si entre dos numeros caen numeros en proporcion continua (con
ellos), entonces cuantos numeros caen entre ellos en proporcion continua,
tantos caeran también en proporcion continua entre los que guardan la

misma razon (con los numeros iniciales)!%.

Pues caigan los nimeros I, A entre los dos niumeros A, B en proporcion
continua (con ellos) y hagase que como A es a B, asi E sea a Z.

Digo que cuantos numeros hayan caido entre los (niimeros) A, B en
proporcidén continua, tantos caeran también entre los (nimeros) E, Z en
proporcidn continua.

Pues cuantos sean A, B, I', A, tbmense tantos numeros, H, ©, T, A, los
menores de los que guardan la misma razon que A, 1, A, B [VII, 33];
entonces, sus extremos H, A son primos entre si [VIII, 3]. Y como A, T, A, B
guardan la misma razon que H, 0, K, A, y la cantidad de los (nimeros) A, T,
A, B es igual a la cantidad de los (numeros) H, ®, K, A, entonces, por
igualdad, como A es a B, asi H a A [VII, 14]. Pero como A es a B, asi E a z;
luego también, como H es a A, asi E a Z. Pero H, A son primos y los primos
son también los menores [VII, 21], y los nimeros menores miden a los que
guardan la misma razon que ellos el mismo numero de veces, el mayor al
mayor y el menor al menor, es decir: el antecedente al antecedente y el
consecuente al consecuente [VII, 20]. Asi pues, H mide a E el mismo
numero de veces que A a z. Ahora, cuantas veces H mide a E, tantas veces
midan @, K a M, N respectivamente; entonces H, @, K, A miden a E, M, N, Z el
mismo numero de veces. Por tanto, H, ©, K, A guardan la misma razon que E,
M, N, z [VII, Def. 21]. Pero H, ©, K, A guardan la misma razén que A, T, A, B;
y A, T, A, B guardan la misma razén que E, M, N, Z; pero A, I', A, B estan en
proporcion continua; por tanto, E, M, N, Z estan en proporcion continua.

Ar—— L H+——

r—— M — Biss———ij
Ab— N i Kr—
B YA, — A —

Por consiguiente, cuantos numeros han caido entre A, B en proporcion
continua (con ellos), tantos han caido también en proporcion continua entre



E, Z. Q.E.D.

PROPOSICION 9

Si dos numeros son primos entre si, y caen entre ellos numeros en
proporcion continua, entonces, cuantos numeros caen en proporcion
continua entre ellos, tantos caerdn también en proporcion continua entre
cada uno de ellos y la unidad.

Sean A, B dos numeros primos entre si y caigan entre ellos I, A en
proporcion continua, y quede aparte la unidad E.

Digo que, cuantos numeros hayan caido entre A, B en proporcion
continua, tantos caeran también en proporcidon continua entre cada uno de
ellos y la unidad.

Pues tomense dos nimeros, z, H, los menores que estan en la razon de
A, T, A, B, y tres (nimeros) ©, K, A, y asi sucesivamente aumentando la serie
de uno en uno, hasta que resulte igual su cantidad a la cantidad de los
(nameros) A, T, A, B [VIII, 2]. Tomense y sean M, N, =, 0. Pues bien, esta
claro que z, al multiplicarse por si mismo, ha hecho el (nimero) o, y, al
multiplicar a @, ha hecho el (nimero) M, mientras que H, al multiplicarse por
si mismo, ha hecho el (nimero) A y, al multiplicar a A, ha hecho el (nimero)
o [VIII, 2, Por.].
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Ahora bien, puesto que M, N, =, 0 son los menores de los que guardan
la misma razon que z, H, y A, T, A, B son también los menores de los que
guardan la misma razon que z, H [VIII, 1], mientras que la cantidad de los
(nameros) M, N, =, O es igual a la cantidad de los (nimeros) A, I, A, B,
entonces los (numeros) M, N, =, O son iguales a los (nimeros) A, T, A, B
respectivamente; por tanto, M es igual a A 'y 0 a B. Y como z, al
multiplicarse por si mismo, ha hecho el (nimero) @, entonces z mide a ©
segin las unidades de z. Pero la unidad E mide también a z segin sus
unidades; luego, la unidad E mide al nimero z el mismo numero de veces
que z a 0. Por tanto, como la unidad E es al namero z, asi z a © [VII, Def.
21]. Puesto que, a su vez, z, al multiplicar a @, ha hecho el (numero) m,
entonces, ® mide a M segun las unidades de z. Pero la unidad E mide
también al nimero z segiin sus unidades; luego la unidad E mide al nimero
z el mismo numero de veces que © a M. Por tanto, como la unidad E es al
numero z, asi ® a M. Luego la unidad E es al nimero z como © a M. Pero se
ha demostrado también que como la unidad E es al numero z, asi z a o,
Entonces como la unidad E es al nimero z, asi es Za © y ® a M. Pero M es
igual a A; por tanto, como la unidad E es al nimero z, asies za®y @ a A.
Por lo mismo también, como la unidad E es al nimero H, asiHa Ay A a B.

Por consiguiente, cuantos numeros han caido en proporcion continua
entre A, B, tantos nimeros han caido también en proporcion continua entre
cada uno de los (nimeros) A, By la unidad E. Q. E. D.

PrROPOSICION 10

Si entre cada uno de dos numeros y una unidad caen numeros en
proporcion continua, entonces, cuantos numeros caigan en proporcion
continua entre cada uno de ellos y la unidad, tantos caeran también en
proporcion continua entre ellos.

Caigan entre los nimeros A, B y la unidad r los numeros A, E y los
(nimeros), H, Z en proporcion continua.

Digo que cuantos niimeros hayan caido entre cada uno de los niimeros
A, y la unidad r© en proporcion continua, tantos caeran también en
proporcion continua entre A, B.



Pues A, al multiplicar a z, haga el (nimero) 0, y A, z, al multiplicar a o,
hagan los (nimeros) K, A respectivamente.
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Puesto que como la unidad 1 es al numero A, asi A es a E, entonces la
unidad  mide al nimero A el mismo numero de veces que A a E [VIL, 20 y
Def. 21]. Pero la unidad T mide al nimero A segin las unidades de A; por
tanto, el nimero A también mide a E segiin las unidades de A; luego A, al
multiplicarse por si mismo, ha hecho el (nimero) E. Asimismo, puesto que
como I' es al namero A, asi E es a A, entonces la unidad I mide al nimero A
el mismo nimero de veces que E a A. Pero la unidad © mide al nimero A
segin las unidades de A; entonces E mide a A segin las unidades de A;
entonces A, al multiplicar a E, ha hecho el (nimero) A. Por lo mismo,
también z, al multiplicarse por si mismo, ha hecho el (niimero) H y, al
multiplicar a H, ha hecho el (nimero) B.

Y puesto que A, al multiplicarse por si mismo, ha hecho E y al
multiplicar a z ha hecho e, entonces como A es a z, asi E a © [VII, 17]. Por
lo mismo, también como A es a z, asi ® a H [VII, 18]. Entonces, también,
como E es a ©, asi ® a H. Puesto que a su vez A, al multiplicar a los
(nimeros) E, ©, ha hecho los (nimeros) A, K respectivamente, entonces,
como E es a 0, asi A, a K [VII, 17]. Pero como E es a ©, asi A a z; entonces,
como A es a Z, asi A a K. Puesto que a su vez A, z, al multiplicar a o, han
hecho los (nimeros) K, A respectivamente, entonces, como A €s a Z, asi K a
A [VII, 18]. Pero como A es a 7, asi A a K; por tanto, como A €s a K, asi K a
A. Ademas, puesto que z, al multiplicar a los (nimeros) @, H, ha hecho los
(nimeros) A, B respectivamente, entonces, como © es a H, asi A a B [VII, 17].
Pero, como 6 es a H, asi A a z. Entonces, como A es a Z, asi A a B. Pero se ha
demostrado que también como A es a Z, asi A a K y K a A; asi pues, también,
como A es a K, asi K a Ay A aB. Por tanto, A, K, A, B estan en proporcion
continua.



Por consiguiente, cuantos niumeros han caido en proporcion continua

entre cada uno de los (nimeros) A, B y la unidad r, tantos caerdn también en

proporcion continua entre A, B. Q. E. .10,

PROPOSICION 11

Entre dos numeros cuadrados hay un numero (que es) media
proporcional y el numero cuadrado guarda con el numero cuadrado una
razon duplicada de la que el lado guarda con el lado.

Sean A, B los nimeros cuadrados y sea T el lado de A y A el de B.
Digo que hay un niimero (que es) media proporcional entre A y B, y
que A guarda con B una razdn duplicada de la que r guarda con A.

Pues r, al multiplicar a A, haga el (nimero) E. Y puesto que A es un
(nimero) cuadrado y I es su lado, entonces I, al multiplicarse por si mismo,
ha hecho el (niimero) A. Por lo mismo, A, al multiplicarse por si mismo, ha
hecho el (nimero) B. Asi pues, como I, al multiplicar a los nimeros T, A, ha
hecho los nimeros A, E respectivamente, entonces, como I' €s a A, asi A, a E
[VII, 17]. Por lo mismo, también, como T es a A, asi E a B [VII, 18]. Luego
también, como A es a E, asi E a B. Por tanto, entre A, B hay un nimero media
proporcional.

Digo ademds que A guarda con B una razon duplicada de la que r
guarda con A.

Pues como A, E, B son tres nimeros en proporcion, entonces A guarda
con B una razén duplicada de la que A guarda con E [V, Def. 9]. Pero como

A €s a E, asi I' a A. Por consiguiente, A guarda con B una razon duplicada de

la que T guarda con A. Q.E. DAL,



PROPOSICION 12

Entre dos numeros cubos hay dos numeros (que son) medias
proporcionales y el (numero) cubo guarda con el (numero) cubo una razon
triplicada de la que el lado guarda con el lado.

Sean A, B dos nimeros cubos y seaT el lado de A y A el de B.

Digo que entre A, B hay dos nimeros (que son) medias proporcionales
y que A guarda con B una razén triplicada de la que T guarda con A.

Pues 1, al multiplicarse por si mismo, haga el (nimero) E, y, al
multiplicar a A, haga el (nimero) z, y A, al multiplicarse por si mismo, haga
el (nimero) H, y I, A, al multiplicar a z, hagan los (nimeros) ©, K
respectivamente.
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Y puesto que A es un (nimero) cubo y T es su lado, y 1, al
multiplicarse a si mismo, ha hecho el (nimero) E, entonces r, al
multiplicarse por si mismo, ha hecho el (nimero) E y, al multiplicar a E, ha
hecho A. Por lo mismo, también A, al multiplicarse por si mismo, ha hecho
H, y, al multiplicar a H, ha hecho B. Ahora bien, puesto que r, al multiplicar
a los (nimeros) T, A, ha hecho los (nimeros) E, Z respectivamente, entonces
comoT esaa,asiEaz/[VIL 17]. Por lo mismo, también, como I es a A, asi
z aH [VII, 18]. A su vez, puesto que T, al multiplicar a los (nimeros) E, z,
ha hecho A, © respectivamente, entonces, como E es a z, asi A a © [VII, 17].
Pero como E es a z, asi I' a A; entonces como I' €s a A, asi A a ©. Puesto que,
a su vez, los (nimeros) T, A, al multiplicar a z, han hecho los (nimeros) @, K
respectivamente, entonces, como I’ €s a A, asi @ es a K [VII, 18]. Puesto que,
a su vez, A, al multiplicar a los (numeros) z, H, ha hecho K, B
respectivamente, entonces, como Z es a H, asi K a B [VII, 17]. Pero como z



es a H, asi I' a A; entonces, también, comoTresa A, asiAa®,®aKyKaB.
Por tanto, entre A, B hay dos nimeros medios proporcionales 0, K.

Digo ademas que A guarda con B una razon triplicada de la que r
guarda con A. Pues como A, ©, K, B son cuatro nimeros en proporcion,
entonces A guarda con B una razon triplicada de la que A guarda con o [V,
Def. 10]. Pero como A esa ®, asi I' a A.

Y, por consiguiente, A guarda con B una razon triplicada de la que r
guarda con A. Q.E. D.

PROPOSICION 13

Si tantos numeros como se quiera son continuamente proporcionales y
cada uno, al multiplicarse por si mismo, hace algun (numero), los
productos seran proporcionales; y, si los (numeros) iniciales, al multiplicar
a los productos, hacen ciertos (numeros), también estos ultimos serdn
proporcionales.

Sean A, B, I' tantos numeros como se quiera continuamente
proporcionales, (es decir que) como A es a B, asi B aTI; y A, B, I, al
multiplicarse por si mismos, hagan los (nimeros) A, E, Z, y A, E, Z, al
multiplicarse a si mismos, hagan los (nimeros) H, ©, K.

Digo que A, E, Z y H, 0, K son continuamente proporcionales.

Haga, pues, A, al multiplicar a B, el (nimero) A, y A, B, al multiplicar a
A, hagan los (nimeros) M, N respectivamente. Y B, al multiplicar a su vez a
r, haga =, y B, I, al multiplicar a =, hagan los (nameros) 0, 0
respectivamente.
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Asi pues, de manera semejante a lo anterior demostrariamos que A, A,
E Y H, M, N, ® son continuamente proporcionales en la razéon de A a B, y
ademas E, =, Z y ©, O, I1, K son continuamente proporcionales en la razon de
B a I. Ahora bien, como A es a B, asi B a I'; entonces A, A, E guardan la
misma razon que E, £, ® y ademas H, M, N, © (guardan la misma razon) que
@, 0,11, K. Y la cantidad de los (nimeros) A, A, E es (igual) a la cantidad de
los (nimeros) E, =, z y la de H, M, N, © igual a la de @, 0, 11, K.

Por consiguiente, por igualdad, como A es aE, asi Ea Z, y como H es a
0,asi®@aKk [VII, 14]. Q.E.D.

PROPOSICION 14

Si un (numero) cuadrado mide a un (numero) cuadrado, también el
lado medira al lado; y, si el lado mide al lado, el (numero) cuadrado
medird también al (numero) cuadrado.

Sean A, B nimeros cuadrados y sean sus lados I', A y mida A a B.

Digo que I mide también a A.

Pues 1, al multiplicar a A, haga el (nimero) E; entonces A, E, B son
continuamente proporcionales en la razon de 1 a A [VIIL, 11]. Y puesto que
A, E, B son continuamente proporcionales y A mide a B, entonces A mide



también a E [VIII, 7]. Y como A es a E, asi I' a A; entonces I mide a A [VII,
Def. 21].

Ahora mida T a su vez a A.

Digo que A también mide a B.

Pues, siguiendo la misma construccion, demostrariamos de manera
semejante que A, E, B son continuamente proporcionales en la razon de 1 a
A. Y puesto que, como I' €s a A, asi A a E, pero I’ mide a A, entonces, A mide
a E [VII, Def. 21]. Y A, E, B son continuamente proporcionales; luego A
mide a B.

Por consiguiente, si un (nimero) cuadrado mide a un (nimero)
cuadrado, también el lado medir4 al lado; y, si el lado mide al lado, también

el (nimero) cuadrado medira al nimero cuadrado. Q. E. p.12.

PROPOSICION 15

Si un numero cubo mide a un numero cubo, también el lado medira al
lado; y si el lado mide al lado, también el cubo medira al cubo.

Pues mida el nimero cubo A al (nimero) cubo B, y seaT el lado de A y
A el de B.

Digo que I mide a A.

Pues 1, al multiplicarse por si mismo, haga el (nimero) E, y A, al
multiplicarse por si mismo, haga el (nimero) H y ademas T, al multiplicar a
A, haga el (nimero) z, y T, A, al multiplicar a z, hagan los (nimeros) @, K
respectivamente. Pues bien, esta claro que E, z, H y A, ©, K, B son
continuamente proporcionales en la razon der a A [VIIL, 11 y 12]. Y puesto
que A, 0, K, B son continuamente proporcionales y A mide a B, entonces



también mide a @ [VIII, 7]. Ahora bien, como A es a ©, asiT a A. Entonces T
también mide a A [VII, Def. 21].
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Pero ahora midar a A.

Digo que también A medira a B.

Pues, siguiendo la misma construccidon, demostrariamos de modo
semejante que A, ©, K, B son continuamente proporcionales en la razon de r
aA. Y puesto que I mide a Ay como I' €s a A, asi A a ©, entonces A mide
también a © [VII, Def. 21]; de modo que B mide también a A. Q. E. D.

PROPOSICION 16

Si un numero cuadrado no mide a un numero cuadrado, tampoco el
lado medira al lado; y si el lado no mide al lado, tampoco el (numero)
cuadrado medira al (numero) cuadrado.

Sean los nimeros cuadrados A, B 'y sean sus lados ', A y no mida A a B.
Digo que I tampoco mide a A.




Pues, si I mide a A, A medird también a B [VIII, 14]. Pero A no mide a
B; luego I tampoco medird a A.

Ahora bien, no midar a A.

Digo que A tampoco mediré a B.

Pues, si A mide a B, I medira también a A [VIII, 14]. Pero I no mide a
A; luego A tampoco medira a B. Q. E. D.

PROPOSICION 17

Si un numero cubo no mide a un numero cubo, el lado tampoco
medird al lado; y si el lado no mide al lado, tampoco el (numero) cubo
medird al (numero) cubo.

Pues que no mida el nimero cubo A al nimero cubo B; y sea I el lado
de Ay A el de B.

Digo que I no medira a A.

Pues, si I mide a A, A también medira a B [VIII, 15]. Pero A no mide a
B; luego I no mide a A.

Ahora bien, no mida T a A.

Digo que A tampoco mediré a B.

Pues si A mide a B, I medira también a A [VIII, 15].

Pero I no mide a A; luego A no medira a B. Q. E. D.

PROPOSICION 18

Entre dos numeros planos semejantes hay un numero (que es) media
proporcional; y el (numero) plano guarda con el (numero) plano una razon



duplicada de la que el lado correspondiente guarda con el lado
correspondiente.

Sean A, B dos nimeros planos semejantes, y sean los nimeros I, A los
lados de A, y E, Z los de B. Y puesto que (nimeros) planos semejantes son
los que tienen los lados proporcionales [VII, Def. 22], entonces como T es a
A,asiEaZ.
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Pues bien, digo que entre A, B hay un numero (que es la) media
proporcional y A guarda con B una razon duplicada de la que r guarda con E
O A con z, es decir, de la que el lado correspondiente (guarda) con el lado
correspondiente.

Y dado que como T es a A, asi E a z, entonces, por alternancia, como I
es aE, asi A az[VII 13]. Ahora bien, como A es un niumero plano y I, A sus
lados, entonces A, al multiplicar a , ha hecho el nimero A. Por lo mismo,
también E, al multiplicar a z, ha hecho el (nimero) B.

Ahora A, al multiplicar a E, haga el (nimero) H. Y puesto que A, al
multiplicar a r, ha hecho el (nimero) A, y al multiplicar a E, ha hecho el
(nimero) H, entonces como I' es a E, asi A a H [VII, 17]. Pero como T es a E,
asi A es a z; entonces como A es a 7, asi A a H. Puesto que E, a su vez, al
multiplicar a A ha hecho el (nimero) H, y al multiplicar a z ha hecho el
(nimero) B, entonces como A es a Z, asi H a B [VII, 17]. Pero se ha
demostrado también que como A es a 7, asi A a H; entonces también, como A
es a H, asi H a B. Asi pues, A, H, B son continuamente proporcionales. Luego
entre A, B hay un niimero (que es la) media proporcional.

Digo ahora que A guarda con B una razon duplicada de la que el (lado)
correspondiente (guarda) con el (lado) correspondiente, es decir, de la que r
guarda con E O A con Z Pues como A, H, B son continuamente
proporcionales, A guarda con B una razon duplicada de la que (guarda) con
H[V,Def.9]. YcomoAesaH,asirTaEyAaZz.



Por consiguiente, A guarda con B una razon duplicada de la que r
(guarda) con EO A con Z. Q. E. D.

PROPOSICION 19

Entre dos numeros solidos semejantes caen dos numeros (que son)
medias proporcionales, y el (numero) solido guarda con el (numero) solido
semejante una razon triplicada de la que el lado correspondiente guarda
con el lado correspondiente.

Sean A, B dos (nimeros) solidos semejantes, y sean T, A, E los lados de
A,y Z,H,0 los de B. Y como solidos semejantes son los que tienen los lados
proporcionales [VII, Def. 22], entonces como ' es a A, asi Z a H, y como A es
aE,asiHao.
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Digo que entre A, B caen dos numeros (que son) medias
proporcionales y que A guarda con B una razon triplicada de la que T
(guarda) con z y A con H'y ademas E con .

Pues haga r, al multiplicar a A, el (nimero) K, y haga z, al multiplicar a
H, el nimero A. Y como I, A estdn en la misma razéon que z, H y el
(producto) de 1, A es K, mientras que A es el (producto) de z, H, entonces K,
A son numeros planos semejantes [VII, Def. 22]; por tanto, entre K, A hay
un namero (que es) media proporcional [VIII, 18]. Sea M. Entonces M es el
(producto) de A, z, segiin se ha demostrado en el teorema anterior [VIII, 18].
Y puesto que A, al multiplicar a r, ha hecho el (niimero) K, y al multiplicar a
z ha hecho el (nimero) M, entonces, como I es a z, asi K a M [VII, 17]. Pero



como K es a M, M es a A. Luego, K, M, A son continuamente proporcionales
en la razon de 1 a z. Puesto que, como I' es a A, asi Z a H, entonces, por
alternancia, como I es a z, asi A a H [VII, 13]. Por lo mismo, también, como
A €s a H, asi E a ©. Asi pues, K, M, A son continuamente proporcionales en la
razonderazyenladeAaHyademasenladekaeo.

Ahora bien, hagan los (nimeros) E, ©, al multiplicar a M, los (niimeros)
N, E respectivamente. Y puesto que A es un numero sélido y T, A, E sus
lados, entonces E, al multiplicar al producto de 1, A, ha hecho el (nimero) A.
Pero el (producto) de T, A es K; entonces E, al multiplicar a K, ha hecho A.
Asi que, también, por lo mismo, ©, al multiplicar a A, ha hecho el (niimero)
B.

Y puesto que E, al multiplicar a K, ha hecho el (nimero) A, mientras
que, al multiplicar a M, ha hecho el (nimero) N, entonces, como K €s a M,
asi AaN [VII, 17]. Pero,comoKesaM,asirazyAaHyademasE a o.
Entonces también, comoTresazyAaHYyEaa®,asi A aN. Puesto que, a su
vez, E, ©, al multiplicar a M, han hecho los (niimeros) N, = res pectivamente,
entonces, como E es a ©, asi N a £ [VII, 18]. Pero,comoEesa®,asirazy
A a H; luego también,comoresazyAaHyEa®,asi AaNyNaz. Puesto
que 0, a su vez, al multiplicar a M, ha hecho el (nimero) =, mientras que, al
multiplicar también a A, ha hecho el (nimero) B, entonces, como M es a A,
asiz aB [VII 17]. PerocomoMesa A, asirazyAaHyEa®o. Luego
también, comoTresazyAaHYyEa®, asi no solo = a B, sino también A a N
y N a . Por tanto, A, N, £, B son continuamente proporcionales en las
antedichas razones de los lados.

Digo también que A guarda con B una razon triplicada de la que el lado
correspondiente guarda con el lado correspondiente, es decir, de la que el
numero T (guarda) con el (nimero) z, o el (nimero) A con el (nimero) H y
ademas el (nimero) E con el (nimero) o.

Pues como A, N, = B son cuatro numeros continuamente
proporcionales, entonces A guarda con B una razon triplicada de la que A
(guarda) con N [V, Def. 10]. Pero se ha demostrado que como A es a N, asi T
azyAaHyademasEae.

Por consiguiente, también A guarda con B una razon triplicada de la
que el lado correspondiente guarda con el lado correspondiente, es decir de
la que el numero r guarda con el (nimero) z y el (nimero) A con el
(nimero) H y ademas el (nimero) E con el (nimero) ©. Q. E. D.



PROPOSICION 20

Si entre dos numeros cae un numero (que es) media proporcional, los
numeros seran numeros planos semejantes.

Pues caiga un ntiimero T (que sea la) media proporcional entre los
nameros A, B.

Digo que A, B son nimeros planos semejantes.

Toémense los nimeros menores A, E de los que guardan la misma razon
con A, I [VII, 33]; entonces, A mide a A el mismo nimero de veces que Ear
[VII, 20]. Y cuantas veces A mida a A, tantas unidades haya en z; entonces,
z, al multiplicar a A, ha hecho el (nimero) A. De modo que A es un nimero
plano y A, z sus lados. Puesto que a su vez A, E son los nimeros menores de
los que guardan la misma razén que I, B, entonces, A mide a I' el mismo
numero de veces que E a B [VII, 20]. Ahora bien, cuantas veces E mida a B,
tantas unidades haya en H. Entonces, E mide a B segiin las unidades de H;
por tanto, H, al multiplicar a E, ha hecho el (nimero) B. Luego B es un
numero plano y E, H sus lados. Por tanto, A, B son nimeros planos.

A A p————

B —

r F i —
A H

Digo ademas que son semejantes.

Pues como z al multiplicar a A ha hecho el (niimero) A y al multiplicar

a E ha hecho el (nimero) T, entonces, como A es a E, asi A a 1113, es decir, T

a B [VIIL, 17]. A su vez, puesto que E, al multiplicar a z, H, ha hecho los
(nimeros) I, B respectivamente, entonces, como Z es a H, asi " a B [VII, 17].
Pero como T es a B, asi A a E; luego también, como A es a E, asi Z a H. Y, por
alternancia, como A es a z, asi E a H [ VIIL, 13].

Por consiguiente, A, B son nimeros planos semejantes: porque sus
lados son proporcionales. Q. E. D.



PROPOSICION 21

Si entre dos numeros caen dos numeros medios proporcionales, los
numeros son solidos semejantes.

Pues caigan dos numeros medios proporcionales I, A entre los
numeros A, B.

Digo que A, B son (nimeros) solidos semejantes.

Pues tomense tres nimeros E, Z, H los menores de los que guardan la
misma razon que A, T, A [VII, 33 y VIII, 2]; entonces sus extremos E, H son
primos entre si [VIIL, 3]. Y puesto que entre E, H ha caido un niimero medio
proporcional, z, entonces E, H son numeros planos semejantes [VIII, 20].
Pues bien, sean 0, K los lados de E, y A, M los de H. Luego queda claro a
partir de la (proposicidon) anterior que E, Z, H son continuamente
proporcionales en larazon de e aAyenlade K aM. Y como E, Z, H son los
(nimeros) menores de los que guardan la misma razén que A, I, A y la
cantidad de los (nimeros) E, z, H es igual a la cantidad de los (nimeros) A,
T, A, entonces, por igualdad, como E es a H, asi A a A [VII, 14]. Pero E, H son
primos y los primos son también los menores [VII, 21], pero los menores
miden a los que guardan la misma razon que ellos el mismo numero de
veces, el mayor al mayor y el menor al menor, es decir el antecedente al
antecedente y el consecuente al consecuente [VII, 20]; entonces E mide a A
el mismo numero de veces que H a A. Ahora bien, cuantas veces E mide a A,
tantas unidades haya en N. Entonces N, al multiplicar a E, ha hecho el
(namero) A. Pero E es el (producto) de o, K; luego N, al multiplicar al
(producto) de o, K, ha hecho el (nimero) A. Por tanto, A es un (nimero)
solido y ©, K, N son sus lados. Puesto que a su vez E, Z, H son los (nimeros)
menores de los que guardan la misma razon que T, A, B, entonces E mide a T
el mismo nimero de veces que H a B. Ahora bien, cuantas veces E mide a T,
tantas unidades haya en =. Entonces H mide a B segiin las unidades de z;
luego =, al multiplicar a H, ha hecho el (nimero) B. Pero H es el (producto)
de A, M; entonces =, al multiplicar al (producto) de A, M, ha hecho el
(nimero) B. Luego B es un numero solido y A, M, = sus lados; por tanto, A 'y
B son (numeros) solidos.
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Digo que también son semejantes. Pues como N, =, al multiplicar a E,
han hecho los nimeros A, T (respectivamente), entonces, como N €s a =, A €s
ar, es decir, Ea z [VII, 18]. Pero como Ees az, 6 esaAyK aM; luego,
como ® es a A, asi KaM y N a A. Pero o, K, N son los lados de A, mientras
que =, A, M son los lados de B. Por consiguiente, A, B son numeros sélidos
semejantes. Q. E. D.

PROPOSICION 22

Si tres numeros son continuamente proporcionales y el primero es
cuadrado, el tercero sera tambien cuadrado.

Sean A, B, I tres nimeros continuamente proporcionales y el primero,
A, sea cuadrado.

Digo que también el tercero, I, es cuadrado.

Pues como entre A, T hay un nimero B (que es) media proporcional,
entonces A, I' son (numeros) planos semejantes [VIII, 20]. Pero a es
cuadrado.




Por consiguiente, también T es cuadrado. Q. E. D.

PROPOSICION 23

Si cuatro numeros son continuamente proporcionales y el primero es
cubo, también el cuarto sera cubo.

Sean A, B, I', A cuatro nimeros continuamente proporcionales y sea A
cubo.

T
'___j

Digo que A también es cubo.

Pues como entre A, A hay dos numeros B, I' (que son) medias
proporcionales, entonces A, A son dos numeros solidos semejantes [VIII,
21]. Pero A es cubo.

Por consiguiente, también A es cubo. Q. E. D.

PROPOSICION 24

Si dos numeros guardan entre si la razon que un numero cuadrado
guarda con un numero cuadrado y el primero es cuadrado, el segundo sera
también cuadrado.

Pues guarden entre si los dos numeros A, B la razon que guarda el
numero cuadrado I con el nimero cuadrado A, y sea A cuadrado.



>
.

Digo que también B es cuadrado.

Pues como T, A son cuadrados, entonces, I', A son (numeros) planos
semejantes. Por tanto, entre I, A cae un niamero medio proporcional [VIII,
18], y como I es a A, A es a B; luego entre A, B cae también un numero
medio proporcional [VIII, 8]. Pero A es cuadrado.

Por consiguiente, también B es cuadrado [VIII, 22]. Q. E. D.

PROPOSICION 25

Si dos numeros guardan entre si la razon que un numero cubo guarda
con un numero cubo y el primero es cubo, el segundo sera también cubo.

Pues guarden entre si los dos numeros A, B la razon que el nimero
cubo I guarda con el nimero cubo A, y sea A cubo.

Digo que B es también cubo.

Pues como I, A son cubos, son (nimeros) solidos semejantes; entonces
entre I, A caen dos nimeros (que son) medias proporcionales [VIII, 19].
Pero cuantos (niimeros) caen en proporcidon continua entre I, A, tantos
(caeran) también entre los que guardan la misma razon con ellos [VIII, §].
De modo que entre A, B caen también dos nimeros (que son) medias
proporcionales. Caigan E, z. Pues bien, como los nimeros A, E, Z, B son

continuamente proporcionales y A es cubo, entonces B es también cubo
[VIII, 23]. Q.E.D.
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PROPOSICION 26

Los numeros planos semejantes guardan entre si la razon que un
numero cuadrado guarda con un numero cuadrado.

Sean A, B dos numeros planos semejantes.

Digo que A guarda con B la razén que un nimero cuadrado guarda con
un numero cuadrado.

Pues como A, B son nimeros planos semejantes, entonces entre A, B
cae un numero (que es) media proporcional [VIII, 18].

Caiga y sea I, y tomense los numeros menores A, E, Z de los que
guardan la misma razéon que A, 1, B [VII, 33 y VIII, 2]; entonces sus
extremos A, z son cuadrados [VIII, 2, Por.]. Puesto que como A es a z, asi A
a By A, Z son cuadrados, entonces A guarda con B la razon que un nimero
cuadrado (guarda) con un nimero cuadrado. Q. E. D.

PROPOSICION 27

Los numeros solidos semejantes guardan entre si la razon que un
numero cubo (guarda) con un numero cubo.

Sean A, B numeros sélidos semejantes.



Digo que A guarda con B la razon que un niimero cubo (guarda) con un
numero cubo.

Pues como A, B son solidos semejantes, entonces entre A, B caen dos
numeros (que son) medias proporcionales [VIII, 19].

Caigan I, A y tomense E, z, H, 0, los (nimeros) menores de los que
guardan la misma razon que A, I', A, B € iguales a ellos en nimero [VII, 33 y
VIII, 2]. Entonces, sus extremos E, © son cubos [VIII, 2, Por.]. Ahora bien,
como E es a 0, asi A a B; entonces A guarda también con B la razén que un
niimero cubo guarda con un niimero cubo. Q. E. D14,




106 14 expresién utilizada aqui es hexés andlogon. Se trata de lo que nosotros llamariamos
«progresion geométricay.

107 Eyclides utiliza aqui las expresiones abreviadas: «las razones AB, I' A, EZ» para las
razones de AaB de ' a Ay de E a Z. Por otra parte, «continuamente proporcionales» no se utiliza
aqui en el sentido habitual de progresion geométrica, sino que se aplica a una serie de términos cada
uno de los cuales guarda con el siguiente una razén determinada pero no la misma razon.

198 Como en VI 23, el texto tiene la expresion menos exacta synkeimenon ek ton pleuron.

10 Empipto «caer entre», «intercalary.

La expresion utilizada aqui para la proporcidn continua es kata to syneches andlogon. Para
diferenciarla de hexés andlogon, traduzco aqui «en proporcion continua» en lugar de «continuamente
proporcionalesy.

10 ge observara que con la expresion «por lo mismo, también como A es a Z, asi © a Hy,
Euclides hace referencia, en realidad, a VII 18, y no a VII 17, pero, como el orden de factores no
altera el producto, las palabras «por lo mismo, también» estdn justificadas aqui. Lo mismo ocurre en
la proposicion siguiente.

11 Segtin Nicomaco, este teorema y el siguiente, a saber: que entre dos cuadrados hay una
media geométrica, se deben a Platon. Cf. Timeo 32a ss.: «Si el cuerpo del Universo hubiera tenido
que ser una superficie sin profundidad, habria bastado con una magnitud media que se uniera a si
misma con los extremos; pero, en realidad, convenia que fuera solido, y los sé6lidos nunca son
conectados por un término medio, sino siempre por dos». Lo mas que cabria decir es que tales
resultados le eran familiares.

12 Es uno de los raros casos en los teoremas de aritmética cuya conclusion reitera el
enunciado de la proposicion. Cf. VII 31-32.

113 Heath considera corruptas estas lineas porque no es necesario inferir que como A es a E,
asi A aT, ya que forma parte de la hipotesis. Ademas, contra lo habitual en este texto, la afirmacion
de que Z, al multiplicar a E, ha hecho I', se presenta sin explicacion detallada. Sin embargo los
editores no indican nada al respecto. Por otra parte, esta proposicion es la conversa de VIII 18.

114 Al-Nayrizi recoge dos proposiciones en su comentario afiadidas por Herén:

a. Si dos numeros guardan entre si la razon que un cuadrado guarda con un cuadrado, los
nimeros son planos semejantes.

b. Si dos numeros guardan entre si la razéon que un cubo guarda con un cubo, los nimeros son
solidos semejantes.

Estas proposiciones son las conversas de VIII 26 y 27, respectivamente.



LIBRO NOVENO

PROPOSICION 1

Si dos numeros planos semejantes, al multiplicarse entre si, hacen un
numero, el producto serd cuadrado.

Sean A, B dos nimeros planos semejantes y A, al multiplicar a B, haga
el (nimero) T.

Digo que r es cuadrado.
Pues haga A, al multiplicarse por si mismo, el nimero A. Entonces A es
cuadrado. Pues bien, como A, al multiplicarse por si mismo, ha hecho el

(numero) Ay, al multiplicar a B, ha hecho el (nimero) I, entonces como A es
aB,asiaar [VII, 17].

Y puesto que A, B son nimeros planos semejantes, entonces entre A, B
cae un numero (que es) media proporcional [VIII, 18]. Pero, si entre dos
nimeros caen nimeros en proporcion continua, cuantos caigan entre ellos,
tantos (caeran) entre los que guardan la misma razon con ellos [VIII, 8]; de



modo que entre T, A cae también un nimero (que es) media proporcional.
Ahora bien, A es cuadrado.
Por consiguiente, también T es cuadrado [VIII, 22]. Q. E. D.

PROPOSICION 2
Si dos numeros, al multiplicarse entre si, hacen un (numero)
cuadrado, son numeros planos semejantes.

Sean A, B los dos nimeros y A, al multiplicar a B, haga el (nimero)
cuadrado T.

Digo que A, B son numeros planos semejantes.

Pues haga A, al multiplicarse por si mismo, el (nimero) A, entonces A
es cuadrado. Y dado que A, al multiplicarse por si mismo, ha hecho el
(nimero) Ay, al multiplicar a B, ha hecho el (nimero) T, entonces, como A
esaB,asi Aesar [VI, 17]. Y puesto que A es cuadrado y I también,
entonces A, I' son (numeros) planos semejantes. Luego entre A, I' cae un
numero (que es) media proporcional [VIII, 18]. Ahora bien, como A es a T,
asi A a B. Por tanto, entre A, B cae un numero (que es) media proporcional
[VIIL, 18]. Pero, si entre dos nimeros cae un numero (que es) media
proporcional, los nimeros son planos semejantes [VIII, 20].

Por consiguiente, A, B son (numeros) planos semejantes. Q. E. D.

PROPOSICION 3



Si un numero cubo, al multiplicarse por si mismo, hace algun numero,
el producto sera cubo.

Haga, pues, el nimero A, al multiplicarse por si mismo, el nimero B.

Digo que B es cubo.

Pues tomese T, ¢l lado de A, y 1, al multiplicarse por si mismo, haga el
(nimero) A.

Entonces queda claro que 1, al multiplicar a A, ha hecho el (nimero) A.
Y como T, al multiplicarse por si mismo, ha hecho A, entonces, I mide a A
segiin sus propias unidades. Pero, ademads, la unidad mide también seglin
sus propias unidades a . Por tanto, como la unidad es a, r es a A [VII,
Def. 21].

Como T, al multiplicar a su vez a A, ha hecho el (nimero) A, entonces,
A mide a A segun las unidades de r. Pero la unidad también mide a r segin
sus unidades; luego, como la unidad esar, A es a A. Y como la unidad es a
I, T es a A; entonces, también, como la unidad esar,asiraAyr a A. Por
tanto, entre la unidad y el nimero A han caido dos numeros en proporcion
continua T, A (que son) medias proporcionales.

Como A, al multiplicarse por si mismo, ha hecho a su vez el (nimero)
B, entonces A mide a B segun sus propias unidades. Pero la unidad también
mide a A segln sus unidades; entonces, como la unidad es a A, A es a B [VII,
Def. 21]. Y entre la unidad y A han caido dos nimeros (que son) medias
proporcionales; por tanto, entre A y B caeran también dos niimeros (que son)
medias proporcionales [VIII, 8]. Pero si caen dos nimeros (que son) medias
proporcionales entre dos numeros y el primero es cubo, también el segundo
sera cubo [VIII, 23]. Ahora bien, A es cubo.

Por consiguiente, también B es cubo. Q. E. D.



PROPOSICION 4

Si un numero cubo, al multiplicar a un numero cubo, hace algiin
(numero), el producto sera cubo.

Pues un ntimero cubo A, al multiplicar a un niamero cubo B, haga el
(nimero) T.

Digo que T es cubo.

Pues haga A, al multiplicarse por si mismo, el (nimero) A, entonces A
es cubo [IX, 3] Y, dado que A, al multiplicarse por si mismo, ha hecho el
nimero Ay, al multiplicar a B, ha hecho el (nimero) r, entonces, como A es
a B, asi A a1 [VII, 17]. Ahora bien, puesto que A, B son cubos, A, B son
solidos semejantes. Por tanto, entre A, B caen dos nimeros (que son) medias
proporcionales [VIII, 19]; de modo que entre A, I' caerdn también dos
(nameros que son) medias proporcionales [VIII, 8]. Pero A es cubo.

A

Por consiguiente, también T es cubo [VIII, 23]. Q. E. D.

PROPOSICION 5

Si un numero cubo, al multiplicar a algun numero, hace un (numero)
cubo, el numero multiplicado tambien sera cubo.

Pues haga el nimero cubo A, al multiplicar a un nimero B, el nimero
cubo I.
Digo que B es cubo.



Pues A, al multiplicarse por si mismo, haga el (nimero) A; entonces A
es cubo [IX, 3], y dado que A, al multiplicarse por si mismo, ha hecho el
(nimero) Ay, al multiplicar a B, ha hecho el (nimero) T, entonces, como A
esaB,Aesar [VII, 17]. Ahora bien, puesto que A, T son cubos, son sélidos
semejantes. Por tanto, entre A, I caen dos numeros (que son) medias
proporcionales [VIII, 19]. Ahora bien, como A es aT, asi A es a B; entonces
también entre A, B caen dos numeros (que son) medias proporcionales [VIII,
8]. Pero A es cubo.

Por consiguiente, también B es cubo [VIII, 23], Q. E. D.

PROPOSICION 6

Si un numero, al multiplicarse por si mismo, hace un (numero) cubo,
también él mismo serd cubo.

Pues haga el namero A, al multiplicarse por si mismo, el (niimero)
cubo B.

Digo que A también es cubo.

Pues A, al multiplicar a B, haga el (niimero) 1. Pues bien, dado que A,
al multiplicarse por si mismo, ha hecho el (nimero) B y, al multiplicar a B,
ha hecho el (nimero) I, entonces I es cubo. Y puesto que A, al multiplicarse
por si mismo, ha hecho el (nimero) B, entonces A mide segin sus propias
unidades a B. Pero también la unidad mide a A segin sus unidades.
Entonces, como la unidad es a A, asi A es a B [VII, Def. 21]. Ahora bien,
puesto que A, al multiplicar a B, ha hecho el (nimero) 1, entonces B mide a T
segun las unidades de A. Pero también la unidad mide a A segun sus
unidades. Por tanto, como la unidad es a A, asi B a T [VII, Def. 21]. Pero
como la unidad es a A, asi A a B; entonces, como AesaB,Besarl.Y como



B, I' son cubos, son solidos semejantes. Por tanto, entre B, T hay dos
numeros medios proporcionales [VIII, 19]. Ahora bien, como Bes aT, A es

a B. Luego entre A, B hay dos niimeros (que son) medias proporcionales
[VIII, 8]. Pero B es cubo.

Por consiguiente, A también es cubo. Q. E. D.

PROPOSICION 7

Si un numero compuesto, al multiplicar a un numero, hace algin
(numero), el producto sera solido.

Haga, pues, el nimero compuesto A, al multiplicar a un nimero B, el
(ntmero) T.

Digo que T es solido.

Pues como A es compuesto, serda medido por algin nimero [VII, Def.
14]. Sea medido por A y cuantas veces A mide a A, tantas unidades haya en
E. En efecto, como A mide a A segin las unidades de E, entonces E, al
multiplicar a A, ha hecho el (nimero) A [VII, Def. 16]. Ahora bien, como A,
al multiplicar a B, ha hecho 1, y A es el producto de A, E, entonces el
producto de A, E, al multiplicar a B, ha hecho el (nimero) r.

A E ]



Por consiguiente, T es solido y sus lados son A, E, B. Q. E. D.

PROPOSICION 8

Si tantos numeros como se quiera a partir de una unidad son
continuamente proporcionales, el tercero a partir de la unidad sera
cuadrado, asi como todos los que dejan un intervalo de uno, y el cuarto
sera cubo, asi como todos los que dejan un intervalo de dos, y el séptimo
sera al mismo tiempo cubo y cuadrado, asi como todos los que dejan un
intervalo de cinco.

Sean A, B, T, A, E, Z tantos nimeros como se€ quiera con tinuamente
proporcionales a partir de una unidad.
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Digo que B, el tercero a partir de la unidad, es cuadrado, asi como
todos los que dejan un intervalo de uno, y T, el cuarto, es cubo, asi como
todos los que dejan un intervalo de dos, y z, el séptimo, es al mismo tiempo
cubo y cuadrado, asi como todos los que dejan un intervalo de cinco.

Pues, como la unidad es a A, asi A a B; entonces la unidad mide al
numero A el mismo nimero de veces que A a B [VII, Def. 21]. Pero la
unidad mide a A segiin sus unidades; entonces, A mide a B también segin
las unidades de A. Luego, A, al multiplicarse por si mismo, ha hecho el
(nimero) B; por tanto, B es cuadrado. Ahora bien, puesto que B, I, A son
continuamente proporcionales, y B es cuadrado, también A es cuadrado
[VIIL, 22]. Por lo mismo, z también es cuadrado. De manera semejante
demostrariamos que todos los que dejan un intervalo de uno son también
cuadrados.

Digo ademads que T, el cuarto a partir de la unidad, es cubo, asi como
todos los que dejan un intervalo de dos.



Pues, como la unidad es a A, asi B a I, entonces, la unidad mide al
nimero A el mismo nimero de veces que B a I'. Pero la unidad mide al
numero A segin las unidades de A; entonces B mide a I segun las unidades
de A; por tanto, A, al multiplicar al naimero B, ha hecho el (nimero) 1; y, en
efecto, como A, al multiplicarse por si mismo, ha hecho el (nimero) B y, al
multiplicar a B, ha hecho el (nimero) r, entonces I es cubo. Ahora bien,
como T, A, E, Z son continuamente proporcionales y ' es cubo, entonces z
también es cubo [VIII, 23]; pero se ha demostrado que también es
cuadrado; por tanto, el séptimo a partir de la unidad es cubo y cuadrado.

De manera semejante demostrariamos que todos los que dejan un

intervalo de cinco son cubos y cuadrados. Q. E. D12,

PROPOSICION 9

Si tantos numeros como se quiera a partir de una unidad son
continuamente proporcionales, y el numero siguiente a la unidad es
cuadrado, todos los demas seran también cuadrados, y si el numero
siguiente a la unidad es cubo, todos los demas seran también cubos.

Sean A, B, I, A, E, Z tantos nimeros como se quiera continuamente
proporcionales a partir de una unidad, y sea A, el siguiente a la unidad,
cuadrado.

Digo que también todos los demas serdn cuadrados.

Se ha demostrado, en efecto, que B, el tercero a partir de la unidad, es
cuadrado, asi como todos los que dejan un intervalo de uno [IX, 8].

Digo que todos los demas son también cuadrados.

Pues como A, B, T son continuamente proporcionales y A es cuadrado,
también ' es cuadrado [VIII, 22]. Como B, I, A son a su vez continuamente
proporcionales y B es cuadrado, A es también cuadrado [VIII, 22]. De
manera semejante demostrariamos que todos los demas son cuadrados.



Pero ahora sea A cubo.

Digo que también todos los demas son cubos.

Se ha demostrado, en efecto, que I, el cuarto a partir de la unidad, es
cubo, asi como todos los que dejan un intervalo de dos [IX, 8].

Digo que todos los demas son también cubos.

Puesto que como la unidad es a A, asi A a B, entonces la unidad mide a
A el mismo nimero de veces que A a B. Pero la unidad mide a A segin sus
unidades, entonces A mide segln sus propias unidades a B; asi pues, A, al
multiplicarse por si mismo, ha hecho B. Y A es cubo. Pero si un nimero
cubo, al multiplicarse por si mismo, hace algin (nimero), el producto es
cubo [IX, 3]; entonces B es cubo. Ahora bien, puesto que los cuatro
numeros A, B, I', A son continuamente proporcionales y A es cubo, entonces
A es cubo [VIII, 23]. Luego, por lo mismo, E es también cubo y de manera
semejante todos los demas son cubos. Q. E. D.

PROPOSICION 10

Si tantos numeros como se quiera a partir de una unidad son
[continuamente] proporcionales y el siguiente a la unidad no es cuadrado,
ningun otro sera cuadrado salvo el tercero a partir de la unidad y todos los
que dejan un intervalo de uno. Y si el siguiente a la unidad no es cubo,
ningun otro serd cubo salvo el cuarto a partir de la unidad y todos los que
dejan un intervalo de dos.



Sean A, B, I, A, E, Z tantos nimeros como se quiera continuamente
proporcionales a partir de una unidad y A, el siguiente a la unidad, no sea
cuadrado.

Digo que ningn otro sera cuadrado salvo el tercero a partir de la
unidad [y los que dejan un intervalo de uno].

Pues, si es posible, sea I cuadrado. Pero B también es cuadrado [IX,
8]. Entonces B, I guardan entre si la razon que un numero cuadrado guarda
con un nimero cuadradol® Y como B es a T, A es a B; entonces A, B
guardan entre si la razén que un nimero cuadrado guarda con un numero
cuadrado; de modo que A, B son (nimeros) planos semejantes [VII, 26
conversa]. Ahora bien, B es cuadrado; luego A es también cuadrado; lo que
precisamente se ha supuesto que no. Por tanto, I no es cuadrado.

De manera semejante demostrariamos que ningun otro es cuadrado
salvo el tercero a partir de la unidad y los que dejan un intervalo de uno.

Pero ahora no sea A cubo.

Digo que ningln otro sera cubo salvo el cuarto a partir de la unidad y
los que dejan un intervalo de dos.

Pues, si es posible, sea A cubo. Pero I también es cubo: pues es el
cuarto a partir de la unidad [IX, 8]. Y como I" es a A, B es a I'; entonces B
guarda con T la razén que un cubo (guarda) con un cubo. Ahora bien, I es
cubo; entonces B también es cubo [VIII, 25]. Y dado que, como la unidad es
a A, A es a B, y la unidad mide a A segun sus unidades, entonces, A mide
seguin sus propias unidades a B. Por tanto, A, al multiplicarse por si mismo,
ha hecho el (nimero) cubo B. Pero si un ntimero al multiplicarse por si
mismo hace un (nimero) cubo, también ¢l mismo serd cubo [IX, 6].



Entonces A también es cubo, lo que precisamente se ha supuesto que no.
Asi pues, A no es cubo. De manera semejante demostrariamos que ningun
otro es cubo salvo el cuarto a partir de la unidad y los que dejan un
intervalo de dos. Q. E. D.

PROPOSICION 11

Si tantos numeros como se quiera a partir de una unidad son
continuamente proporcionales, el menor mide al mayor segun uno de los
que se encuentran entre los numeros proporcionales.

Sean B, I, A, E, tantos numeros como Sse quiera continuamente
proporcionales a partir de la unidad A.

Digo que B, el menor de los (niimeros) B, T, A, E, mide a E segin uno
de los (nimeros) T, A.

Puesto que, como la unidad A es a B, asi A a E, entonces, la unidad A
mide al nimero B el mismo nimero de veces que A a E; asi pues, por
alternancia, la unidad A mide a A el mismo nimero de veces que B a E [VII,
15]. Pero la unidad A mide a A segun sus unidades; entonces, B también
mide a E segun las unidades de A; de modo que el menor, B, mide al mayor,
E, segin un numero de los que se encuentran entre los numeros
proporcionales.

Porisma:

Y queda claro que aquel lugar que tenga el (nimero) que mide a partir
de la unidad, el mismo lugar tiene también el (niimero) segun el cual mide a

partir del (nimero) medido en la direccion del (nimero) anterior a €l. Q. E.
117
D.—.




PROPOSICION 12

Si tantos numeros como se quiera a partir de una unidad son
continuamente proporcionales, por cuantos numeros primos sea medido el
ultimo, por los mismos serd medido tambieén el siguiente a la unidad.

Sean A, B, I, A cuantos numeros se quiera proporcionales a partir de
una unidad.

Digo que por cuantos nimeros primos sea medido A, por los mismos
serd medido A.

Pues sea medido A por algiin nimero primo E.

Digo que E mide a A.

Pues supongamos que no; pero E es primo, y todo niumero primo es
primo con respecto al (numero) al que no mide [VII, 29]; entonces E, A son
primos entre si. Y ya que E mide a A, midalo segun las unidades de z.
Entonces E, al multiplicar a z, ha hecho el (nimero) A. Y puesto que, a su
vez, A mide a A segun las unidades de r [IX 11], entonces A, al multiplicar a
I, ha hecho el (nimero) A. Pero, en efecto, E, al multiplicar a z, ha hecho
también el (nimero) A; entonces, el (producto) de A, T es igual al (producto)
de E, z. Asi pues, como A es a E, Z es aT [VIL, 19]. Pero A, E son primos, y
los primos son también los menores [VII, 21], y los menores miden a los
que guardan la misma razoén con ellos el mismo numero de veces, el
antecedente al antecedente y el consecuente al consecuente [VII, 20];
entonces E mide a r. Midalo segiin H; entonces E, al multiplicar a H, ha
hecho el (niimero) r. Pero, ademas, por la (proposicion) anterior, A, al
multiplicar a B, ha hecho también el (nimero) r [IX, 11 Por.]. Asi pues, el
producto de A, B es igual al producto de E, H. Por tanto, como A es a E, H es
a B [VII, 19]. Pero A, E son primos, y los primos son también los menores
[VII, 21], y los nimeros menores miden a los que guardan la misma razén
que ellos el mismo nimero de veces, el antecedente al antecedente y el
consecuente al consecuente [VII, 20]; por tanto, E mide a B. Midalo segin
®; entonces E, al multiplicar a @, ha hecho el (niimero) B. Pero ademas A, al
multiplicarse por si mismo, ha hecho también el (nimero) B [IX, 8]. Por
tanto, el producto de E, ® es igual al cuadrado de A. Luego, como E es a A, A
es a @ [VIL, 19]. Pero A, E son primos, y los primos son los menores [VII,
2], y los menores miden a los que guardan la misma razon que ellos el
mismo numero de veces, el antecedente al antecedente y el consecuente al



consecuente [VII, 20]; asi pues, E mide a A como el antecedente al
antecedente. Pero, por otra parte, no lo mide. Lo cual es imposible.
Entonces E, A no son primos entre si, luego son compuestos. Pero los
compuestos son medidos por un numero [VII, Def. 15]. Ahora bien, como
se ha supuesto que E es primo, y el (nimero) primo no es medido por otro
nimero que (no sea) ¢l mismo, entonces E mide a A, E; de modo que E mide
a A. Y mide también a A: entonces E mide a A, A18 De manera semejante
demostrariamos que por cuantos nimeros primos sea medido A, por los
mismos sera medido A. Q. E. D.
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PROPOSICION 13

Si tantos numeros como se quiera a partir de una unidad son
continuamente proporcionales y el siguiente a la unidad es primo, el mayor
no serd medido por ningun otro fuera de los que se encuentran entre los
numeros proporcionales.

Sean A, B, I, A tantos nimeros como se quiera continuamente
proporcionales a partir de una unidad y sea A, el siguiente a la unidad,
primo.

Digo que A, el mayor de ellos, no sera medido por ningiin otro fuera de
A, B, A.

Pues, si fuera posible, sea medido por E, y no sea E el mismo que
ninguno de los (numeros) A, B, I. Estid claro, pues, que E no es primo.
Porque, si E es primo y mide a A, también medira a A [IX, 12], que es primo
sin ser el mismo que ¢l. Lo cual es imposible. Entonces, E no es primo.
Luego es compuesto. Pero todo niumero compuesto es medido por algin
numero primo [VII, 31]. Por tanto, E es medido por alglin niimero primo.
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Digo ahora que no sera medido por ningun otro (nimero) primo salvo
A. Pues, si E es medido por otro y E mide a A, entonces ese otro también
medira a A [IX, 12]; de modo que también medird a A [IX, 12], que es primo
sin ser el mismo que ¢€l; lo cual es imposible. Asi pues, A mide a E. Y como
E mide a A, midalo segtn z.

Digo que z no es el mismo que ninguno de los (nimeros) A, B, T.
Porque si z es el mismo que alguno de los (nimeros) A, B, I' y mide a A
segiin E, entonces, uno de los (nimeros) A, B, I mide a A segun E. Pero uno
de los (nimeros) A, B, I mide a A segun alguno de los (niimeros) A, B, I' [IX,
11]. Entonces E es el mismo que uno de los (nimeros) A, B, T; lo que
precisamente se ha supuesto que no. Por tanto, Zz no es el mismo que
ninguno de los (nimeros) A, B, I'. Demostrariamos ahora de manera
semejante que z es medido por A, demostrando que z, a su vez, no es primo.
Porque si (lo es) y mide a A, medird también a A [IX, 12], que es primo sin
ser el mismo que ¢€l; lo cual es imposible; por tanto, z no es primo; luego es
compuesto. Pero todo nimero compuesto es medido por algiin nimero
primo [VII, 31]; luego z es medido por algiin nimero primo.

Digo ahora que no sera medido por ningun otro (nimero) primo salvo
A. Pues si algiin otro (nimero) primo mide a z y Z mide a A, entonces, ese
otro medira también a A; de modo que medira también a A [IX, 12], que es
primo sin ser el mismo que €l; lo cual es imposible. Asi pues, A mide a z.
Ahora bien, puesto que E mide a A segun z, entonces E, al multiplicar a z, ha
hecho el (niimero) A. Pero A, al multiplicar a T, ha hecho el nimero A [IX,
11]; entonces el producto de A, r es igual al producto de E, z. Luego,
proporcionalmente, como A es a E, asi z es a I [VII, 19]. Pero A mide a E;
entonces z mide también a r. Midalo segin H. De manera semejante
demostrariamos que H no es el mismo que ninguno de los nimeros A, B y
que es medido por A. Y puesto que z mide a I seglin H, entonces z, al
multiplicar a H, ha hecho el (nimero) 1. Pero A, al multiplicar a B, ha hecho
también el (namero) T [IX, 11]; entonces el producto de A, B es igual al



producto de z, H. Luego, proporcionalmente, como A esaz,Ha B [VII], 19].
Pero A mide a z; entonces H también mide a B. Midalo segiin ©. De manera
semejante demostrariamos que © no es el mismo que A. Y puesto que H
mide a B segin ©, entonces H, al multiplicar a @, ha hecho el (nimero) B.
Pero A, al multiplicarse por si mismo, ha hecho también el (nimero) B [IX,
8]. Entonces el producto de ©, H es igual al cuadrado de A. Luego como @ es
a A, Aesat [VIL 19]. Pero A mide a H; luego ® también mide a A, que es
primo sin ser el mismo que ¢l; lo cual es imposible.

Por consiguiente, el mayor, A, no sera medido por otro nimero fuera
de A, B, I'. Q. E. D.

PROPOSICION 14

Si un numero es el menor medido por numeros primos, no serd medido
por ningun otro numero primo fuera de los que le median desde un
principio.

Pues sea A el nimero menor medido por los nimeros primos B, T, A.

Digo que A no sera medido por ningun otro fuera de B, T, A.

Pues, si es posible, sea medido por el (nimero) primo E, y no sea E el
mismo que ninguno de los nimeros B, I', A. Ahora bien, como E mide a A,
midalo segun z; entonces E, al multiplicar a z, ha hecho el (nimero) A. Y A
es medido por los numeros primos B, I, A. Pero si dos numeros, al
multiplicarse entre si, hacen algiin (nimero), y algin nimero primo mide a
su producto, medira también a uno de los iniciales [VII, 30]; entonces B, T,
A mediran a uno de los (nimeros) E, z. Ahora bien, no mediran a E; porque E
es primo y no es el mismo que ninguno de los (nimeros) B, I', A. Entonces,
mediran a z que es menor que A; lo cual es imposible. Porque se ha
supuesto que A es el menor medido por B, I, A. Por consiguiente, ningiin
niimero primo mide a A, fuera de B, I, A. Q. E. D12,




PROPOSICION 15

Si tres numeros continuamente proporcionales son los menores de los
que guardan la misma razon que ellos, cualesquiera dos tomados juntos
son primos con respecto al restante.

Sean A, B, I tres numeros continuamente proporcionales, los menores
de los que guardan la misma razén que ellos.

Digo que dos cualesquiera de los (nimeros) A, B, T tomados juntos son
primos con respecto al restante, tanto A, B con respecto a I', como B, T' con
respecto a A, como también A, T con respecto a B.

Tomense pues los niumeros AE, Ez, los menores de los que guardan la
misma razon que A, B, T [VIII, 2]. Esta claro que AE, al multiplicarse por si
mismo, ha hecho el (nimero) A, mientras que, al multiplicar a Ez, ha hecho
el (numero) B, y ademas Ez, al multiplicarse por si mismo, ha hecho el
(namero) T [VIII, 2]. Y como AE, EZ son los menores, son primos entre si
[VII, 22]. Pero, si dos numeros son primos entre si, también la suma de
ambos es primo con respecto a cada uno de los dos [VII, 28]. Entonces Az
también es primo con respecto a cada uno de los (nimeros) AE, EZ.

Pero, en efecto, AE también es primo con respecto a EZ; entonces Az, AE
son primos con respecto a Ez. Pero si dos numeros son primos con respecto
a un (nimero), su producto también es primo con respecto al restante [VII,
24]; de modo que el producto de zA, AE es primo con respecto a Ez. De
modo que el producto de zA, AE es primo con respecto al cuadrado de Ez
[VII, 25]. Pero el producto de za, AE es el cuadrado de AE junto con el
producto de AE, Ez [II, 3]; entonces, el cuadrado de AE junto con el producto
de AE, EZ es primo con respecto al cuadrado de Ez. Ahora bien, el cuadrado
de AE es A, mientras que el producto de AE, EZ es B y el cuadrado de EzZ es T.
Por tanto, A, B tomados juntos son primos con respecto a r. De manera



semejante demostrariamos que B, T' tomados juntos son primos con respecto
aA.

Digo ademds que A, r tomados juntos son también primos con
respecto a B.

Pues, dado que Az es primo con respecto a cada uno de los (nimeros)
AE, EZ, el cuadrado de Az es también primo con respecto al producto de AE,
Ez [VII, 24-25]. Pero los cuadrados de AE, Ez junto con dos veces el
producto de AE, Ez son iguales al cuadrado de Az [II, 4]; por tanto, los
cuadrados de AE, EZ junto con dos veces el producto de AE, EZ son primos
con respecto al producto de AE, Ez. Por separacion, los cuadrados de AE, EZ
junto con una vez el producto de AE, Ez son primos con respecto al producto
de AE, Ez. Asi pues, también, por separacion, los cuadrados de AE, EZ son
primos con respecto al producto de AE, Ez. Ahora bien, el cuadrado de AE es
A, mientras que el producto de AE, EZ es B, y el cuadrado de EZ es T.

Por consiguiente, A, T tomados juntos son primos con respecto a B. Q.

E. D.120,

PROPOSICION 16

Si dos numeros son primos entre si, como el primero es al segundo, el
segundo no serd a ningun otro.

Pues sean A, B dos numeros primos entre si.

Digo que como A es a B, asi B no sera a ningun otro.

Pues, si fuera posible, sea B a T como A a B. Pero A, B son primos, y los
primos son también los menores y los nimeros menores miden a los que
guardan la misma razon que ellos el mismo nimero de veces, el antecedente
al antecedente y el consecuente al consecuente [VII, 20]; entonces A mide a
B como el antecedente al antecedente. Pero también se mide a si mismo;
entonces A mide a A, B, que son primos entre si; lo cual es absurdo.




Por consiguiente, B no sera ar como A a B. Q. E. D.

PROPOSICION 17

Si tantos numeros como se quiera son continuamente proporcionales y
sus extremos son primos entre si, como el primero es al segundo, el ultimo
no serda a ningun otro.

Sean A, B, I, A tantos nUimeros como se quiera continuamente
proporcionales y sean sus extremos, A, A, primos entre si.

Digo que como A es a B, asi A a ninglin otro.

Pues, si fuera posible, sea A a E como A a B; entonces, por alternancia,
como A es a A, B es a E [VIII, 13]. Pero A, A son primos, y los primos son
también los menores [VII, 21], y los nimeros menores miden a los que
guardan la misma razéon el mismo nimero de veces, el antecedente al
antecedente y el consecuente al consecuente [VII, 20]. Entonces, A mide a
B. Ahora bien, como A es a B, asi B a I. Entonces, B mide también a 1. De
modo que A mide también ar. Y dado que, comoBesar, I es aAyB mide
a r, entonces I también mide a A. Pero A media a r; de modo que A mide
también a A. Pero se mide también a si mismo. Entonces, A mide a A, A, que
son primos entre si; lo cual es imposible.

Por consiguiente, como A es a B, A no serd a ningln otro. Q. E. D.

PROPOSICION 18

Dados dos numeros, investigar si es posible hallar un tercero
proporcional.



Sean A, B los dos nimeros dados y sea lo requerido investigar si es
posible hallar un tercero proporcional a ellos.
Asi pues, A, B 0 son primos entre si, 0 no. Ahora bien, si son primos

entre si, se ha demostrado que es imposible hallar un tercero proporcional a
ellos [IX, 16].

Pero ahora no sean A, B primos entre si, y B, al multiplicarse por si
mismo, haga el (nimero) r; entonces A o mide a I o no lo mide. En primer
lugar midalo segtn A; entonces A, al multiplicar a A, ha hecho el (nimero) T.
Pero, en efecto, B, al multiplicarse por si mismo, ha hecho también el
numero T; entonces el producto de A, A es igual al cuadrado de B. Asi pues,
como A es a B, asi B a A [VII, 19]. Por tanto, se ha hallado el nimero A
tercero proporcional a A, B.

Pero ahorano mida A ar.

Digo que es imposible hallar un nimero tercero proporcional a A, B.

Pues, si fuera posible, hallese el numero A (como tercero
proporcional). Entonces el producto de A, A es igual al cuadrado de B. Pero
el cuadrado de B es T, luego el producto de A, A es igual a r. De modo que A,
al multiplicar a A, ha hecho r. Por tanto, A mide a T segin A. Pero se ha
supuesto que no lo mide; lo cual es absurdo.

Por consiguiente, no es posible hallar un nimero tercero proporcional
a A, Bcuando Anomidear. Q E.D.

PROPOSICION 19
Dados tres numeros, investigar cuando es posible hallar un cuarto
proporcional a ellos.

Sean A, B, I' los tres numeros dados y sea lo requerido investigar
cuando es posible hallar un cuarto proporcional a ellos.
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Pues bien, 0 no son continuamente proporcionales y sus extremos son
primos entre si, 0 son continuamente proporcionales y sus extremos no son
primos entre si, 0 ni son continuamente proporcionales ni sus extremos son
primos entre si, o son continuamente proporcionales y sus extremos son
primos entre si.

Si, en efecto, A, B, ' son continuamente proporcionales y sus extremos
A, T son primos entre si, se ha demostrado que es imposible hallar un
numero cuarto proporcional a ellos [IX, 17]. No sean ahora A, B, T
continuamente proporcionales, siendo sus extremos, a su vez, primos entre
si.

Digo que, en este caso, también es imposible hallar un cuarto
proporcional a ellos.

Pues, si fuera posible, hallese A, de modo que como A esa B, asiT a A.
Y resulte que, comoBesaT,asi AaE,ydadoque,comoAesaB, Tesan,y
como B es aT, Aes aE, entonces, por igualdad, como Aesar,r es aE [VII,
14]. Pero A, T son primos, y los primos son los menores [VII, 21] y los
menores miden a los que guardan la misma razon, el antecedente al
antecedente y el consecuente al consecuente [VII, 20]. Entonces, A mide a T
como antecedente a antecedente. Pero también se mide a si mismo.
Entonces, A mide a A, I, que son primos entre si, lo cual es imposible. Asi
pues, no es posible hallar un cuarto proporcional a A, B, T.

Ahora sean A, B, I' continuamente proporcionales pero no sean sus
extremos primos entre si.

Digo que es posible hallar un cuarto proporcional a ellos. Pues haga B,
al multiplicar a T, el (nimero) A; entonces A o mide a A 0 no lo mide. En
primer lugar midalo segin E; entonces A, al multiplicar a E, ha hecho el
(ntmero) T.

Pero, en efecto, B, al multiplicar a , ha hecho también el (nimero) A;
entonces el producto de A, E es igual al producto de B, r. Luego,



proporcionalmente, como A es a B, I' es a E [VII, 19]; por tanto, se ha
hallado el cuarto proporcional E de A, B, T.

Pero ahora no mida A a A.

Digo que es imposible hallar un nimero cuarto proporcional a A, B, T.
Pues, si fuera posible, héllese E; entonces, el producto de A, E es igual al
producto de B, T [VII, 19]. Pero el producto de B, I es A; luego el producto
de A, E es igual a A. Por tanto, A, al multiplicar a E, ha hecho el (nimero) A.
Entonces A mide a A segiin E; de modo que A mide a A. Pero asimismo no lo
mide; lo cual es absurdo. Asi pues, no es posible hallar un nimero cuarto
proporcional a A, B, A, cuando A no mide a A.

Pero ahora, ni sean A, B, A continuamente proporcionales, ni sus
extremos primos entre si. Y haga B, al multiplicar a 1, el (nimero) A. De
manera semejante se demostraria que, si A mide a A, es posible hallar un

cuarto proporcional a ellos, pero, si no lo mide, es imposible. Q. E. D121,

PROPOSICION 20

Hay mas numeros primos que cualquier cantidad propuesta de
numeros primos.

Sean A, B, I' los nimeros primos propuestos.

Digo que hay mas nimeros primos que A, B, T

Pues tomese el nimero menor medido por A, B, I'y sea AE y aiadase a
AE la unidad Ez. Entonces Ez o es primo o no. Sea primo en primer lugar;
entonces han sido hallados los nimeros primos A, B, I', EZ, (que son) mas
que A, B, I




Pero ahora no sea primo Ez; entonces es medido por algin numero
primo [VII, 31]: sea medido por el nimero primo H.

Digo que H no es el mismo que ninguno de los nimeros A, B, . Pues,
si fuera posible, séalo. Pero A, B, I miden a AE; entonces H medira también a
AE. Pero mide asimismo a EZz; y H, siendo un niamero, medira también a la
unidad restante Az; lo cual es absurdo. Luego H no es el mismo que ninguno
de los (nimeros) A, B, I'. Y se ha supuesto que es primo. Por consiguiente,
han sido hallados més nimeros primos que la cantidad propuesta de los

(nimeros) A, B, I'. Q. E. D122,

PROPOSICION 21

Si se suman tantos numeros pares como se quiera, el total es par.

Stimense pues AB, BT, I'A, AE, tantos nimeros pares como se quiera.

Digo que el total AE es par.

Pues como cada uno de los (nimeros) AB, BT, TA, AE €s par, tiene una
mitad [VII, Def. 6]; de modo que también el total AE tiene una mitad. Pero
un numero par es el que se divide en dos partes iguales [VII, Def. 6].

<

Por consiguiente, AE es par. Q. E. D12,

PROPOSICION 22

Si se suman tantos numeros impares como se quiera y su cantidad es
par, el total sera par.

Stmense, pues, AB, BT, TA, AE, tantos nimeros impares como se quiera,
en cantidad par.
Digo que el total AE es par.



Pues, como cada uno de los (nimeros) AB, BT, TA, AE €s impar, Si s€
quita una unidad de cada uno, cada uno de los restantes sera par [VII, Def.
7]; de modo que también la suma de ellos sera par [IX, 21]. Pero también la
cantidad de unidades es par.

Por consiguiente, el total AE es par. Q. E. D.

PROPOSICION 23

Si se suman tantos numeros impares como se quiera y su cantidad es
impar, también el total sera impar.

Stimense, pues, AB, BI, TA, tantos nimeros impares como se quiera
cuya cantidad sea impar.

Digo que también el total AA serd impar.

Quitese de 1A la unidad AE; entonces el resto I'E es par [VII, Def. 7].
Pero también ra es par [IX, 22]. Ahora bien, AE es una unidad.

Por consiguiente, AA es impar [VII, Def. 7]. Q. E. D.

PROPOSICION 24

Si de un numero par se quita un numero par, el resto sera par.

Quitese, pues, del (nimero) par AB el (nimero) par BI.
Digo que el resto I'A es par.



Pues como AB es par, tiene una mitad [VII, Def. 6]; por lo mismo, Br
tiene también una mitad; de modo que el resto I'A [tiene también una mitad.
Por consiguiente], AT es par. Q. E. D.

PROPOSICION 25

Si de un numero par se quita un numero impar, el resto serd impar.

Quitese, pues, del niumero par AB el (nimero) impar BT.
Digo que el resto T'A es impar.

Quitese, pues, de Br la unidad rA; entonces AB es par [VII, Def. 7].
Pero también AB es par; asi pues, el resto AA es par [IX, 24]. Ahora bien, 1A
es una unidad.

Por consiguiente, TA es impar [VII, Def. 7]. Q. E. D.

PROPOSICION 26

Si de un numero impar se quita un numero impar, el resto sera par.

Quitese, pues, del nimero impar AB el nimero impar BT.
Digo que el resto T'A es par.




Pues como AB es impar, quitese la unidad BA; entonces el resto AA es
par [VII, Def. 7].

Por lo mismo, 1A también es par [VII, Def. 7]; de modo que también el
resto I'A es par [I1X, 24]. Q.E. D.

PROPOSICION 27

Si de un numero impar se quita un numero par, el resto serd impar.

Quitese, pues, del (nimero) impar AB el (nimero) par Br.

Digo que el resto T'A es impar.

Pues quitese la unidad AA; entonces AB es par [VII, Def. 7]. Pero Br
también es par; entonces el resto también es par [1X, 24].

Por consiguiente, TA es impar. Q. E. D.

PROPOSICION 28
Si un numero impar, al multiplicar a un numero par, hace algun
(numero), el producto serd par.

Haga pues el (numero) impar A, al multiplicar al (nimero) par B, el
(nimero) T.




Digo que T es par.

Pues como A, al multiplicar a B, ha hecho el (nimero) r, entonces I se
compone de tantos (numeros) iguales a B como unidades hay en A [VII,
Def. 16]. Ahora bien, B es par; entonces I' se compone de (nimeros) pares.
Pero, si se suman tantos nimeros pares como se quiera, el total es par [1X,
21].

Por consiguiente, T es par. Q. E. D.

PROPOSICION 29

Si un numero impar, al multiplicar a un numero impar, hace algun
(numero), el producto sera impar.

Haga pues el nimero impar A, al multiplicar al impar B, el (nimero) T.

Digo que T es impar.

Pues como A al multiplicar a B ha hecho 1, entonces I se compone de
tantos (nimeros) iguales a B como unidades hay en A [VII, Def. 16].

Ahora bien, cada uno de los (nimeros) A, B es impar; por tanto, I' se
compone de nimeros impares cuya cantidad es impar, de modo que 1 es
impar [IX, 23]. Q.E.D.

PrROPOSICION 30

Si un numero impar mide a un numero par, también medird a su mitad.

Mida, pues, el niimero impar A al nimero par B.



Digo que también medira a su mitad.
Pues como A mide a B, midalo segliin T.
Digo que I' no es impar.

Pues, si fuera posible, séalo.

Y, dado que A mide a B segin T, entonces A, al multiplicar a r, ha
hecho B. Luego B se compone de nimeros impares cuya cantidad es impar.
Por tanto, B es impar [IX, 23]; pero se ha supuesto que es par. Entonces I no
es impar; luego T es par. De modo que A mide a B un nimero par de veces.
Por eso, también medira a su mitad, Q. E. D.

PrROPOSICION 31

Si un numero impar es primo con respecto a algun numero, también
sera primo con respecto al doble.

Pues sea el nimero impar A primo con respecto al nimero B y sea T el
doble de B.
Digo que A es primo con respecto aT.



Pues, si no son primos, un nimero los medird. Midalos y sea A. Ahora
bien, A es impar; entonces A también es impar. Y como A siendo impar mide
arT,yr es par, entonces medird también a la mitad de r [IX, 30]. Pero la
mitad de T es B. Entonces A mide también a B. Pero también mide a A.
Entonces A mide a A, B, que son primos entre si; lo cual es imposible. Por
tanto, no es el caso de que A no sea primo con respecto a I. Por
consiguiente, A, I' son primos entre si. Q. E. D.

PROPOSICION 32

Cada uno de los numeros duplicados (sucesivamente) a partir de una
diada es solo parmente par.

Sean B, I, A tantos numeros como se quiera resultado de duplicar
(sucesivamente) la diada A.

Digo que B, T, A son sOlo parmente pares.

En efecto, esta claro que cada uno de los (numeros) B, I', A son
parmente pares: porque han sido duplicados a partir de una diada.

Digo también que solo (son parmente pares).

Péngase pues una unidad. Asi pues, dado que tantos nimeros como se
quiera a partir de una unidad son continuamente proporcionales y A, el
siguiente a la unidad, es primo, entonces A, el mayor de los (nimeros) A, B,
I, A, no es medido por ninguno fuera de A, B, I' [IX, 13]. Ahora bien, cada
uno de los (niimeros) A, B, I' es par; entonces A es s0lo parmente par [VII,
Def. 8]. De manera semejante demostrariamos que cada uno de los nimeros
B, I s0lo es parmente par. Q. E. D.



PROPOSICION 33

Si un numero tiene su mitad impar es solo parmente impar.

Pues tenga el nimero A su mitad impar.

Digo que A es sOlo parmente impar.

En efecto, esta claro que es parmente impar: porque, siendo su mitad
impar, lo mide un nimero par de veces [VII, Def. 9].

Digo ademas que es solo (parmente impar).

Porque si A es también parmente par, sera medido por un numero par
segin un numero par [VII, Def. 8]; de modo que también su mitad sera
medida por un numero par siendo impar; lo cual es absurdo.

Por consiguiente, A es s0lo parmente impar. Q. E. D.

PROPOSICION 34

Si un numero no es uno de los duplicados (sucesiamente) a partir de
una diada, ni tiene su mitad impar, es parmente par y parmente impar.

Pues no sea el nimero A uno de los duplicados a partir de una diada ni
tenga su mitad impar.
Digo que A es parmente par y parmente impar.



En efecto, esta claro que A es parmente par: porque no tiene su mitad
impar [VII, Def. 8].
Digo ademas que también es parmente impar.

Pues, si dividimos A en dos partes iguales y también su mitad en dos
partes iguales y hacemos eso sucesivamente, llegaremos a un nimero impar
que medird a A segiin un niumero par.

Porque, si no, llegaremos a una diada y A serd uno de los duplicados a
partir de una diada; lo cual precisamente se ha supuesto que no. De modo
que A es parmente impar. Pero se ha demostrado que también es parmente

par.
Por consiguiente, A es parmente par y parmente impar. Q. E. D12,

PROPOSICION 35

Si tantos numeros como se quiera son continuamente proporcionales,
y se quitan del segundo y del ultimo (numeros) iguales al primero, entonces,
como el exceso del segundo es al primero, asi el exceso del ultimo serd a
todos los anteriores a él.

Sean A, BI, A, EZ tantos numeros como se quiera continuamente
proporcionales empezando por el menor A, y quitense de Br y de Ez los
(numeros) BH, z0© iguales respectivamente a A.

Digo que como HI' es a A, asi E® a A, BT, A.

Pues haganse zK igual a Br y zA igual a A. Y como zK es igual a BI'y
su parte zo es igual a BH, entonces el resto @K es igual al resto HI. Ahora
bien, dado que como EZ es a A, asi A a Bl y Bl a A, y A es igual a za,
mientras que Bl es igual a ZK y A a 7@, entonces, como EZ €S a ZA, asi AZ a
ZK y ZK a 7@. Por separacidon, como EA €s a AZ, asi AK a ZK y Ko a zo [VII,
11, 13]. Entonces también, como uno de los antecedentes es a uno de los
consecuentes, asi todos los antecedentes a todos los consecuentes [VII, 12];
por tanto, como K@ es a Z0, asi EA, AK, K® a Az, ZK, ©Z. Pero Ko es igual a



I'H, mientras que z@ es igual a A, y AZ, ZK, ®Z a A, BT, A. Luego como TH es a
A, asi E@ a A, BT, A.
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Por consiguiente, como el exceso del segundo es al primero, asi el

exceso del ultimo a todos los anteriores a él. Q. E. D122,

PROPOSICION 36

Si tantos numeros como se quiera a partir de una unidad se disponen
en proporcion duplicada hasta que su (suma) total resulte (un numero)
primo, y el total multiplicado por el ultimo produce algun numero, el
producto sera (un numero) perfecto.

Pues disponganse tantos nimeros como se quiera, A, B, I, A, a partir de
una unidad en proporcion duplicada hasta que su (suma) total resulte (un
nimero) primo, y sea E igual al total, y E, al multiplicar a A, haga zH.

— A —iB

Digo que zH es un (nimero) perfecto.

Pues cuantos numeros son en cantidad A, B, I, A, tomense tantos
nimeros E, ©K, A, M en proporcion duplicada a partir de E; entonces, por
igualdad, como A es a A, asi E a M [VII, 14]. Asi pues, el producto de E, A es



igual al (producto) de A, M [VII, 19]. Ahora bien, el producto de E, A es zH;
entonces el (producto) de A, M es también zH. Luego A, al multiplicar a M,
ha hecho zH; por tanto, M mide a zH segln las unidades de A. Pero A es una
diada; luego zH es el doble de M. Pero M, A, 6K, E son sucesivamente el
doble uno de otro; entonces E, ©K, A, M, ZH son continuamente
proporcionales en proporcion duplicada.

A Et—m—
I 1M
1= —_— H b
Z = (] N K
e 10 IT

Ahora, del segundo ex y del Ultimo zH quitense 6N, 2z=
respectivamente iguales a E. Entonces, como el exceso del segundo niimero
es al primero, asi es el exceso del ultimo a todos los anteriores a €l [IX, 35].
Asi pues, como NK es a E, asi ZH a M, A, K@, E. Y NK es igual a E; entonces
EH también es igual a M, A, ©K, E. Pero z= también es igual aE, y E a A, B, T,
Ay la unidad. Asi pues, el total zH también es igual a los (niimeros) E, 0K, A,
My a los (numeros) A, B, I, A y la unidad; y es medido por ellos.

Digo que zH no sera medido por ningliin otro fuera de A, B, T, A, E, ©K,
A, My la unidad. Pues, de ser posible, mida un nimero o a zH, y no sea o el
mismo que ninguno de los nimeros A, B, T, A, E, ©K, A, M. Y cuantas veces 0
mida a zH, tantas unidades haya en 11; entonces 11, al multiplicar a o, ha
hecho zH. Pero, en efecto, E, al multiplicar a A, ha hecho también zH;
entonces, como E es a I, o es a A [VII, 19]. Y puesto que A, B, I, A son
continuamente proporcionales a partir de una unidad, entonces A no sera
medido por ningun otro fuera de A, B, I' [IX, 13]. Ahora bien, se ha supuesto
que o no es el mismo que ninguno de los (nimeros) A, B, T; por tanto, 0 no
medira a A. Pero, como o es a A, E es a IT; entonces E tampoco mide a 11 [ VI,
Def. 21]. Y E es primo. Pero todo nimero primo es primo con respecto a
todo aquel al que no mide [VII, 29]. Asi pues, E, I1 son primos entre si. Pero
los primos son también los menores [VII, 21] y los menores miden a los que
guardan la misma razon que ellos el mismo numero de veces, el antecedente
al antecedente y el consecuente al consecuente [VII, 20]; ahora bien, como



Eesall, o es a A; entonces, E mide a o el mismo numero de veces que IT a A.
Pero A no es medido por ningiin otro fuera de A, B, T; luego 11 es el mismo
que uno de los (nimeros) A, B, I'. Sea el mismo que B y cuantos son B, T, A
en cantidad tomense tantos E, ®K, A a partir de E. Ahora bien, E, 6K, A
guardan la misma razon que B, I', A; entonces, por igualdad, como B es a A, E
es a A [VII, 14]. Luego el (producto) de B, A es igual al (producto) de A, E
[VII, 19]; pero el (producto) de A, E es igual al (producto) de 11, 0; entonces
el (producto) de 11, o es igual al (producto) de B, A. Luego como 11 es a B, A
es a o [VII, 19]. Pero 11 es el mismo que B; entonces A es el mismo que o; 1o
cual es imposible, porque se ha supuesto que o no era el mismo que
ninguno de los (nimeros) puestos, luego ninglin nimero medira a zH fuera
de A, B, T, A, E, ©K, A, My la unidad. Y se ha demostrado que zH es igual a A,
B, I, A, E, ©K, M y la unidad. Pero un numero perfecto es el que es igual a
sus propias partes [VII, Def. 23].
Por consiguiente, zH es un (nimero) perfecto. Q. E. D125,



113 En la progresion geométrica 1, a, @, @, a?, @, a® d’ ..

% son cuadrados.

? son cubos.
Los términos 7.° = a® y 13.° = a’? son cuadrados y cubos a la vez.
y y

116 En sus notas a la traduccién al latin de los Elementos, Heiberg dice que las palabras «de
modo que A, B son planos semejantes» quiza sean espurias, porque resulta mas dificil utilizar VIII
24, que la conversa de VIII 26. Ademas, el uso de VIII 24, se corresponderia mejor con la utilizacion
de VIII 25, en la parte relativa a cubos. Sin embargo no atetiza esta parte en su edicion.

L7 E] porisma se puede relacionar con una proposicién de Arquimedes en el Arenario, en la
que estipula que, si dos nimeros en proporcion continua a partir de la unidad se multiplican entre si,
el producto estara en la misma serie y su lugar a partir del factor mayor sera igual al lugar del factor
menor a partir de la unidad, y distara de la unidad un lugar menos que la suma de los factores a partir
de la unidad.

Esta regla hace posible determinar en la progresion geométrica A, B,I', A, E,Z, H, O, [, K, A,
en la que A = 1, el producto de A. ® con relacion a A, dado que A dista de ® tanto como A de A.
Ademas establece que el nimero A puede hallarse reduciendo la suma de los nimeros Ay ® en 1.

Los términos 3.°=a°,5°=a*y 7°=a
Los términos 4.° = a3, 7.0 =a%y 10°=a

118 Heiberg, en el comentario afiadido a su traduccion latina de los Elementos, sefiala que las
palabras «pero mide también a A: entonces E mide a A» son superfluas y quizds hayan sido
interpoladas. La prueba de esta proposicion es una muestra de una notable reduccion apagogica, en la
que la proposicion misma se sigue l6gicamente —por reduccion al absurdo— de su propia negacion.
Clavio dio el nombre de «consequentia mirabilis» a este patron reductivo y desmintid la pretension
de Cardano de haber sido el primero en utilizar este procedimiento de prueba. Por lo demas, luego
cobré especial relieve en geometria gracias al intento de G. Saccheri (en su Euclides ab omni naevo
vindicatus, 1733) de demostrar el famoso postulado de las paralelas en sus términos; el intento, como
hoy es bien sabido, fue un intento fallido; no obstante, en el curso de su trabajo, Saccheri se encontro
con diversos resultados geométricos no euclidianos, aunque, desde luego, no lleg6 a reconocerles la
significacion y la entidad que adquirieron a partir de las geometrias no euclidianas del s. xix.

119 En otras palabras, la descomposicion de un ntimero en factores primos es univoca.

120 Egta proposicion permite establecer de manera relativamente sencilla la imposibilidad de
dividir un segmento en extrema y media razon racionales, operacion que se expresa mediante la

ecuacion: @’ + ab = b’ (siendo a y b enteros). Su ultima parte se puede relacionar con un problema
que aparece ya en las tablillas babilonias: hallar un rectangulo de lados racionales, dada la razén
entre su area y el cuadrado de la diagonal.

121 Eyclides presenta cuatro casos:

a)a:b#b:c, siendo ay ¢ primos entre si.

b)a:b::b:c,nosiendo ay c primos entre si.

c)a:b#b:c,nosiendo ay c primos entre si.

d)a:b:b:c,siendo ay c primos entre si.

La prueba del «caso a» que se presenta en segundo lugar en esta proposicion es incorrecta (cf.
HEATH, ed. cit., pag. 411, e ITARD, ed. cit., pag. 185).

En todo caso y en el presente contexto de la razon aritmética euclidea, la condicion suficiente
para que se pueda hallar un cuarto proporcional a A, B, I' es que A midaa B, I'.

122 Esta proposicion tiene gran interés, pues establece que el conjunto de niimeros primos es
infinito.

123 Esta proposicion y las siguientes parecen recoger la teoria pitagorica del par/impar. Las
pruebas suponen ticitamente algunas propiedades de la adicidon, como la conmutatividad o la
asociatividad. El venerable legado pitagérico ha sido reconstruido sobre la base de las conjeturas
avanzadas por O. BECKER: «Die lehre vom Geraden und Ungeraden im neunten Buch der



euklidischen Elemente», Quellen und Studien zur Geschichte der Mathem., Astron. u. Physik, Abt. B
3 (1936), 533-553. Puede verse un panorama de los resultados y problemas inherentes a su
reconstruccion en W. R. Knorr, The Evolution of Euclidean Elements, Dordrecht/Boston, 1975, pags.
131-169 en particular, y «Problems in the interpretation of Greek number theory», Studies in History
and Philosophy of Science 7 (1976), 353-368.

124 ©f nota 73.

123 Fsta es probablemente la mas interesante de las proposiciones aritméticas, puesto que
ofrece un método para sumar cualquier serie de términos en progresion geométrica. La proposicion
prueba que:

(@p+;—a;): (a;+a,+..+a,) 1 (a,—a;) : q
para una progresion geométrica cuyos términos sean:

ap Ay A3y Apyg

126 §j 1a suma de un numero cualquiera de términos de una serie 1, 2, 22, .., 2" es un
nimero primo y se multiplica por el tltimo término, el producto sera un niimero perfecto.

Teon de Esmirna y Nicomaco definen el nimero perfecto y dan la ley para su formacion. Por
otra parte, Euclides y Teon de Esmirna s6lo mencionan los dos primeros niimeros perfectos: 2(2271)
=6y 22(23—1) = 28; Nicomaco explicita los dos siguientes: 24(25—1) =496y 26(27—1) = 8.128; el
quinto fue calculado por Jamblico: 212(21371) = 33.550.336 (se halla en el ms. Latino Monac.
14.908). Los siguientes se fueron determinando mucho mas tarde, a partir del siglo XVI.
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